
PHEC1 devoir à la maison 3 2003-2004

Exercice 1
On pose ch(x) =

ex + e�x

2
et sh(x) =

ex � e�x
2

:

1. Montrer que pour tous réels x; y, on a

ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y) = ch(x+ y)

sh(x) ch(y) + ch(x) sh(y) = sh(x+ y)

2. Montrer que pour tout réel x et tout entier n; on a�
ch(x) sh(x)
sh(x) ch(x)

�n
=

�
ch(nx) sh(nx)
sh(nx) ch(nx)

�
3. On pose A(x) =

�
ch(x) sh(x)
sh(x) ch(x)

�
(a) Pour quelles valeurs de x a-t-on A(x) = I2 ?
(b) Calculer A(x)A(y):
(c) Pour x �xé, existe-t-il y tel que A(y) soit l�inverse de A(x) ?
(d) En déduire que A(x) est toujours inversible et exhiber son inverse.

Exercice 2
On considère la matrice : M =

0BB@
5 �1 �2 1
0 6 0 0
1 1 8 �1
1 1 2 5

1CCA
1. Calcul de Mn: On considère la matrice A =M � 6I:

(a) Calculer A et A2:
(b) Montrer que pour tout entier n > 0; il existe un réel un tel que

Mn = 6n(Id+ unA):

(c) Exprimer un+1 en fonction de un: En déduire un en fonction de n:

2. Application. On considère 4 suites (an)n; (bn)n; (cn)n et (dn)n telles que8>><>>:
an+1 = 5an � bn � 2cn + dn
bn+1 = 6bn
cn+1 = an + bn + 8cn � dn
dn+1 = an + bn + 2cn + 5dn

et on pose Xn =

0BB@
an
bn
cn
dn

1CCA

(a) Montrer que Xn+1 =MXn puis véri�er que 8n > 0; Xn =MnX0:

(b) En déduire l�expression de an; bn; cn; dn en fonction de n.

Exercice 3
Soit a un nombre réel et M(a) =

0@1� 2a a a
a 1� 2a a
a a 1� 2a

1A
1. Montrer que, pour tous réels a, b, on a : M(a):M(b) =M(a+ b� 3ab).

2. On remarque que M(0) = Id

(a) On suppose que a 6= 1

3
:

Déterminer une condition nécessaire et su¢ sante sur b pour que M(b)
soit l�inverse de M(a). Déterminer alors l�inverse de M(a).

(b) Calculer M(
1

3
): Est-elle inversible ?

(c) En déduire les valeurs de a pour lesquelles la matriceM(a) est inversible
et exprimer son inverse.

3. Déterminer le réel a0 non nul, tel que : [M(a0)]
2
=M(a0)

4. On considère les matrices : P =M(a0) et Q = I � P où I désigne la matrice
carrée unité d�ordre 3.

(a) Montrer qu�il existe un réel �, que l�on exprimera en fonction de a, tel
que : M(a) = P + �Q

(b) Calculer P 2, QP , PQ, Q2.

(c) Pour tout entier naturel n, non nul, montrer que [M(a)]n s�écrit comme
combinaison linéaire de P et Q.

(d) Expliciter alors la matrice [M(a)]n.
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