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Exercice 1
Montrer que ∀x > 1, lnx 6 2

√
x. En déduire lim

x→+∞

lnx

x
.

Exercice 2
On considère la fonction h(x) = (x− 1) ln(1− 1

x
).

1. Déterminer son domaine de définition.
2. Démontrer que ∀x ∈]0, 1[, − x

1− x
6 ln(1− x) < −x. En déduire lim

x→+∞
h(x).

3. A l’aide du changement de variable X = x− 1, déterminer lim
x→1+

h(x).

4. Dresser son tableau de variation sur ]1,+∞[.

Exercice 3
Montrer que ∀x ∈ R+, xex + 1 > ex > 1 + x +

x2

2

puis que ∀x ∈ R−, 1 + x 6 ex 6 1 + x +
x2

2
.

En déduire lim
x→0+

ex − 1
x

et lim
x→0−

ex − 1
x

puis lim
x→0

ex − 1
x

.

Exercice 4
On pose f(x) = 1 + x exp(

1
1− x

).

1. Calculer les limites gauche et droite en 1 de f. Possède-t-elle une limite en 1 ?
2. Déterminer ses limites en +∞ et −∞.

3. A l’aide d’un changement de variable convenable, calculer lim
x→+∞

x(exp(
1

1− x
)− 1)

4. Déterminer les asymptotes à Cf en +∞ et −∞.

Exercice 5
Compléter les équivalents suivants :

a) x ln(1 +
1
x

) ∼
x→+∞

b)
√

e2x + ex + 1 + ex ∼
x→+∞

c) ln(ex + e−x) ∼
x→+∞

d) x ln(1 +
1√
x

) ∼
x→0+

e)
√

e2x + ex + 1− ex ∼
x→−∞

f)
√

e2x + ex + 1− ex ∼
x→+∞

Exercice 6
Déterminer les limites suivantes

lim
x→+∞

(1 +
a

x
)x, lim

x→0
(1 +

1
x2

)x, lim
x→+∞

(2x + 3x)1/x, lim
x→−∞

(2x + 3x)1/x

Exercice 7
Soient a et x deux nombres réels et n un entier positif non nul.

1. Montrer que xn − an = (x− a)
n−1∑
k=0

xkan−1−k. En déduire lim
x→a

xn − an

x− a
.

2. Retrouver ainsi que la fonction x 7→ xn est dérivable sur R et expliciter sa dérivée.

Exercice 8
Déterminer les limites suivantes :

a) lim
x→3

lnx− ln 3
x− 3

b) lim
x→2

√
x + 2− 2
x− 2

c) lim
x→1

ex − e

x− 1
d) lim

x→−1

x2003 + 1
x + 1

.

puis compléter les équivalents suivants :

a) lnx− ln 3 ∼
x→3

b)
√

x + 2− 2 ∼
x→2

c) ex − e ∼
x→1

d) x2003 + 1 ∼
x→−1

Exercice 9
Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont continues en 0 ? Parmi celles qui sont conti-
nues en 0, lesquelles sont dérivables en 0 ? Dans ce cas, calculer la dérivée en 0.

a(x) =
{

x2 lnx2 si x 6= 0
0 si x = 0 b(x) =

{
x lnx2 si x 6= 0
0 si x = 0

c(x) =

{ 1
x2 + 1

exp(− 1
x

) si x 6= 0

0 si x = 0
d(x) =

 ln(1 + x2)
x

si x 6= 0

0 si x = 0

Exercice 10
On considère la fonction f(x) = (x + 1)e−x.

1. Montrer que f est de classe C∞ sur R.

2. Montrer que pour tout entier n > 0, il existe deux réels an et bn tels que
f (n)(x) = (anx + bn)e−x. Expliciter an

3. Vérifier que la suite cn = (−1)nbn est arithmétique. En déduire bn.

Exercice 11
Soit a un nombre réel.

1. Montrer que la fonction f(x) =
1

(x− a)
est de classe C∞ sur R\{a}.

2. Montrer que ∀n > 0, f (n)(x) =
(−1)n−1n!
(x− a)n

.

3. On considère la fonction g(x) =
1

x(x + 1)(x + 2)
.

Expliciter trois réels α, β et γ tels que g(x) =
α

x
+

β

x + 1
+

γ

x + 2
.

Montrer que g est de classe C∞ sur son domaine de définition et calculer g(n)(x).
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