PHEC1 Correction feuille d’exercices 14 2004-2005

correction de I’exercice 1
Plus tard :=)

correction de I’exercice 2
Existence et unicité de la solution : On introduit la fonction f(z) =3 — 2z — e® et 'on a

3—2x=¢€e"< f(x)=0

La fonction f est continue sur R.

Pour étudier sa monotonie, on va déterminer le signe de sa dérivée. La fonction f est C* sur R et sa dérivée est f/(z) = —2—e¢
qui est strictement négative sur R (addition de deux nombres négatifs) donc f est strictement décroissante sur R.

Par conséquent, la fonction f est continue sur R et strictement décroissante sur R donc elle réalise une bijection de R sur
f(R).

lim f(z) : Puisque lim (—z)=+ocoet lim e” =0, on en déduit que lim f(z) = +o0.

T——00 ——00

T

, lirf (z) : Puisque »-liIJ,l:l (—x) = —o0 et 'lir_{l (—€®) = —o0, on en déduit que _lir_{l f(z) = —c0.
Par conséquent, f(R) =] — 0o, 4+00[= R donc f réalise une bijection de R sur R.

La fonction f est une bijection de R sur R et 0 € R (I'image de R par f) donc I'équation f(x) = 0 admet une unique solution
dans R (autrement dit, 0 admet un unique antécédent sur R par f) donc 'équation 3 — 2z = €* admet une unique solution
sur R.

0 < a < 1: Pour cela, on compare les images de 0, a et 1. On a f(0) = 2, f(a) = 0 (car « est solution de équation f(z) = 0)

et f(1) =1 — e. Puisque 1 — e < 0, on en déduit que

La fonction f étant strictement décroissante sur R, bijective sur R et comme 1, a et 0 appartiennent a R, nous en déduisons

que 0 < a< 1.
1 1
3 <a<1?: On compare de nouveau les images. On a f(i) =2—¢"2 fla) =0 et f(1) =1 — e. D’apreés les valeurs

numeériques données par I’énoncé, on a

1
La fonction f étant strictement décroissante sur R, bijective sur R et comme 2 «a et 1 appartiennent & R, nous en déduisons

1
que§<a<1

correction de I’exercice 3 3
L. On introduit naturellement la fonction f(z) = — 1 et l'on a
x
3
x
=n& f(r)=n
= @)

La fonction f est continue sur R (quotient de deux fonctions continues sur R et le dénominateur ne s’annule pas sur
R, puisqu’il s’agit de la somme d’un réel strictement positif et d’un réel positif)

Pour expliciter la monotonie de f sur R, nous allons déterminer le signe de sa dérivée. La fonction f est C! sur R
(reprendre I’argumentaire sur la continuité et remplacer "continue" par "C*") et 'on a :

_ 3% (2?4 1) —a3(2x) 22 + 322
B (z2+1)2 (22 +1)2

Ve e R, f'(2)

Par conséquent, ' > 0 sur R\{0} et la fonction f étant C' sur R, on en déduit que f est strictement croissante sur R.
Ainsi, la fonction f est continue sur R, strictement croissante sur R donc elle réalise une bijection de R sur f(R).

liT f(z) = +oo et lim f(x) = —oo (limite du quotient de deux polynomes en 'infini), on peut affirmer que la
r—-+00 T——00

fonction f réalise une bijection de R sur R.
La fonction f est une bijection de R sur R et pour tout entier n, n € R (image de R par f) donc équation f(z) =n
admet une et une seule solution sur R (existence et unicité de 'antécédent de n par f), ce qui est équivalent au fait
3
x

——— = n admette une et une seule solution sur R.
2 +1

que ’équation (E,,) :

2. 1l ’agit de comparer z,, et 2,,11. Nous allons donc comparer leurs images f(x,) et f(z,41). Par définition, f(x,) =n
et f(znt1) =n+ 1 (x, est solution de I’équation f(x) =n) donc

f(@n) < f(Tnt1)

www.mathematiques.fr.st 1 /@ abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1 Correction feuille d’exercices 14 2004-2005

La fonction f étant strictement croissante sur R, bijective sur R et comme z,, et x,, 1 appartiennent & R, nous obtenons
que x, < Tp41 et la suite (z,), est croissante.

3. On compare de nouveau les images de n, x,, et n+ 1 par f. On a :

n? (n+1)3

f(n):ma f(zn) =n, f(nJrl):m

Comparaison de f(n) et de f(x,) : pour cela, on étudie le signe de la différence f(n) — f(z,)

n? n® —n(n?+1) n

donc f(n) < f(zy).

Comparaison de f(z,) et f(n+ 1) : pour cela, on étudie le signe de la différence f(z,) — f(n +1)
(n+1)?  nfn+1)?2+1]-(n+1)> —-n*-n-1 o

(n+1)2+1 (n+1)2+1 C(n+1)241

flan) = f(n+1) =n—

donc f(z,) < f(n+1).
Par conséquent, nous avons

f(n) < flzn) < f(n+1)

La fonction f étant strictement croissante sur R, bijective sur R et comme n, z,, et n + 1 appartiennent & R, on en
déduit que
n<r,<n+1

4. Puisque lim n = lim (n+ 1) = +oo, Pencadrement précédent combiné au théoréme d’encadrement montre que
n—-+o0o n—-+4oo
lim z, = +4oc.
n—-+oo

Ensuite, le membre de gauche n et le membre de droite n+ 1 posséde exactement le méme équivalent, n en ’occurence,
donc on a l'intuition (mais pas la preuve) que I’équivalent de z,, est n. Pour justifier proprement cette intuition, on
divise de part et d’autre de ’encadrement par 1’équivalent, ici n, et 'on a

. 1
Vn>1, 1<l
n n

1
Puisque lim 1 = lim 1+ — = 1, 'encadrement précédent combiné au théoréme d’encadrement montre que
n

n—-+oo n—-+oo

lim — =1, ce qui signifie que z,, ~ n (u, ~ v, < lim — =1)
n—4+oo N n—-—+o0o n—-+oo n—-+4oo Un

correction de 1’exercice 4
1. La fonction f est continue sur R (quotient de fonctions continues sur R dont le dénominateur ne s’annule pas sur R)
Pour étudier les variations de f, nous allons étudier le signe de sa dérivée. Pour commencer, f est C! sur R (raisonnement
identique au précédent en remplacant "continu" par "C'") et I'on a :
(e"+e ™) (e"+e )= (e" —e ") (e —e ) 4

VeeR, f'(z)= @ 1e) = = >0

ce qui implique que la fonction f est strictement croissante sur R.
Par conséquent, le théoréme de bijection s’applique et f réalise une bijection de R sur f(R).

lim f(z) : lorsque z — —o0, e* — 0 et e~ — +o0 donc e~? domine e” en —co et 'on peut écrire
Tr——00

e (e —1) ¥ -1 -1

= — - = _1
/(@) e T(e2r+1) e +1 pomoo 1

x

lim f(x) : lorsque z — 400, e* — 400 et e~% — 0 donc e¢* domine e~* en 400 et 'on peut écrire

Tr—+00
e*(1— e 2%) 1—e 2@ 1
= = — =1
f(x) em(l +672z + 1) 1 +672$ z—‘_—>oo 1
Par conséquent, la fonction f réalise une bijection de R sur | —1,1].
1
2. La fonction f est une bijection de R sur | — 1,1 et pour tout entier n > 1, — €] — 1,1[ (image de R par f) donc
n

1 1
Péquation f(x) = — admet une et une seule solution sur R (existence et unicité de I'antécédent de — par f).
n n
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3.

0 <z, : Il Sagit de comparer z,, et 0 donc on compare leurs images. On a : f(z,) =

1
- (puisque x,, est solution de
1
léquation f(xz) = —) et f(0) =0 donc
n
F(0) < flan).

La fonction f est strictement croissante sur R, bijective sur R et comme 0 et x,, appartiennent & R, on a donc 0 < z,,.

1
Monotonie de (x,), : Il s’agit de comparer x,, et x,11 donc on compare leurs images. On a : f(x,) = — (puisque z,
n
1 1
est solution de I’équation f(x) = —) et f(x = —— donc
q fla) =) et f(@nt) i

f(@ny1) < f(zn).

La fonction f est strictement croissante sur R, bijective sur R et comme z,, et x,; appartiennent & R, on a donc
Tn+1 < Tp et la suite (z,), est décroissante.

. La suite (z,,), est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel L

. . . 1 en —e o .
Puisque z,, est solution de I’équation f(x) = —, on a —————— = —. En passant a la limite, on obtient :
n efn 4 e~ Tn n
ol _ oL
=0 —et=0ce=cltel=-Le2L=05L=0
€L + efL

Ainsi la suite (x,,), converge vers 0.

correction de I’exercice 5

1.

La fonction f est continue sur R (par addition de fonctions continues) et strictement croissante sur R (par addition de
fonctions strictement croissantes) donc elle réalise une bijection de R sur f(R). Je laisse le soin au lecteur de vérifier
simplement que lim f(z) = —o0 et 111}_1 f(z) = 400 done f réalise une bijection de R sur | — oo, +o00[= R.

T——00 T—+00

. La fonction f est une bijection de R sur R et pour tout entier n, n € R (image de R par f) donc l'équation f(z) =n

admet une et une seule solution sur R (existence et unicité de 'antécédent de n par f).

. 11 suffit de comparer les images. On a : f(z,) =n (z, est solution de Péquation f(x) =n) et f(zp41) =n+ 1 donc

f(@n) < f(Tnt1)

La fonction f étant strictement croissante sur R, bijective sur R et comme z,, et x,, 1 appartiennent a R, on en déduit
que T, < T4 donc la suite (z,), est croissante.

. 1l Sagit de comparer In(n — Inn), x,, et Inn donc il suffit de comparer les images. On a :

f(n(n—Inn)) = 27" Linn —Inn) =n—Inn+In(n —Inn)
flzn) = n (2, est solution de I'équation f(x) =n
f(lnn) = e""+Inn=n+Inn

Il est évident que si n > 1 alors n+1Inn > n donc f(z,) < f(Inn). Il reste & comparer n & n — Inn + In(n — Inn)

n—(n—lnn+In(n—1Inn)) =Inn —In(n —lnn) =1n <n>

n—Inn

Puisque n —Inn < n, on a

n—1Inn n—Inn

< 1 donc In (711) <Inl=0donc f(In(n —Inn)) < f(z,).

Par conséquent, nous avons
f(In(n —Inn)) < f(2.) < f(Inn)

La fonction f étant strictement croissante sur R, bijective sur R et comme In(n — lnn), z,, et Inn appartiennent a R,
nous en déduisons que
In(n —Inn) <z, <lnn

. Limite de z,, : On applique le théoréme d’encadrement. Pour commencer, pour déterminer la limite de n — Inn, on

remarque que n domine Inn lorsque n — +oo donc on a :
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On en déduit immédiatement que lim In(n—Inn) =4oco (carln X — +oo)et lim Inn = +oo et 'encadrement

de la question précédente montre que lim =z, = 400

n—-+4oo

x
lim —“ : Sil'on divise 'encadrement de la question 4 par Inn, on obtient

n—-+oo Inmn
! Inn ! ! Inn
In(n —Inn) Tn n(n[l — T]) Tn nn+In(l — T) T
 —<le—"———<—<«1& <—x1
Inn Inn Inn Inn Inn Inn
|
In(l - —)
s 1+ <= <1
Inn Inn
1
In(1 — an "
Puisque lim 1+ ——™% = 1lim 1 =1, le théoréme d’encadrement s’applique et il nous donne lim — =1
n—-—+o0 Inn n—-+oo n—+oo Inn

(ce qui implique, en particulier, que z,, ~ Inn)
n—-+4oo

correction de ’exercice 6
1. On considére la fonction f,, : x — 2™ +1 — na. Alors on a :

2"+ 1=nz < fr(xr)=0

La fonction f,, est continue sur [0, 1] (c’est un polynéme en =) Pour déterminer sa monotonie, on étudier le signe de sa
dérivée. La fonction f,, est C1 sur [0,1] (c’est un polynéme en z) et l'on a :

fl(z)=nz"' —n=n(z""1-1)

Puisque z € [0,1], 0 < 2" ! < 1 (la fonction z — 2"~ ! est croissante sur [0,1]), donc 21 —1 < 0 sur [0,1], et
n 2 2 > 0 ce qui implique que

Ve € (0,1, fl(x)<0

Par conséquent, la fonction f,, est strictement décroissante sur [0, 1]

La fonction f, est continue sur [0, 1] et strictement décroissante sur [0, 1] donc elle réalise une bijection de [0, 1] sur
f([0,1]) = [2 = n,1] (car fro(0) =T1et fr(1) =1"+1—n=2—n).

La fonction f,, est une bijection de [0, 1] sur [2 — n,1] et, puisque 2 —n < 0, 0 € [2 — n,1] (image de [0,1] par f,)
donc I’équation f,(z) = 0 admet une et une seule solution (existence et unicité de 'antécédent de 0 par f,), ce qui est
équivalent a l’existence et l'unicité de la solution sur [0, 1] de ’équation ™ 4+ 1 = naz.

2. On va comparer les images.par f;,.

1 1., 11,

fn(ﬁ) = (5) —nXx 5+1—(ﬁ)

falzn) = 0 (x,, est solution de I’équation f, (z) = 0)
2 2., 2 - g n

fn(ﬁ) = (5) —nxﬁ—klf(n) 1

1 2 2 2
Il est évident que f,(=) > f(z,). D’autre part, puisque 0 < — < 1,ona 0 < (=)" < 1 donc (=)" — 1 < 0, ce qui
n n n n

2
implique que fn(ﬁ) < f(z). On en déduit immeédiatement que :

Fa(2) < Faen) < 1)

1
n
. ) . . N 1 2 . R
La fonction f,, étant strictement décroissante sur [0, 1], bijective sur [0, 1] et comme —, x,, et— appartiennent a [0, 1],
n n

on en déduit que :

2
g Tn < -
n

1 2
Puisque lim — = lim — =0, le théoréme d’encadrement permet d’affirmer que lim =z, =0
n—+oo n n—+4oo n n—-+oo

3. Puisque z,, est solution de I’équation f,(z) = 0, on peut écrire

(n)"+1—nz, =0< nz, = (,)" +1
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On a bien envie de dire " Puisque z,, — 0donc (z,)* — 0"
n—+00 n—-+00

Malheureusement, cet argument n’est pas valide, puisque I'exposant est variable et que le théoréme sur les limites de
puissances considére uniquement des exposants fixes (indépendant de la variable, ici n). En fait, le bon argument est

le suivant : 5 o 5
Vn23, 0<zn< - <3 =0< (@) <(3)"
n
.2 A . 2 . R .2 FUN
La suite (g)" est géomeétrique et sa raison 3 appartient & | — 1,1[ donc la suite (g)" tend vers 0 et le théoréme
d’encadrement montre que lim (z,)"™ = 0.
n—-+4oo
1
En reprenant 1'égalité nz, = 1+ (z,,)™ et puisque lim (z,,)” =0, on en déduit que lim nz, =1doncz, ~ —
n—-+oo n—-+oo n—+4oo n

(revoir si nécessaire la définition de deux suites équivalentes)
4. Signe de fri1(z) — fu(z) :

far1(@) = fu@) = [2"" +1—(n+1)a] - [2" +1 - na]
n+1

= 2" —a"—z=2"(z-1)—2

Puisque z € [0,1], =1 <0, 2" > 0 et < 0 donc fr1(z) — fn(z) <0
Signe de f,+1(xy) : En évaluant I'inégalité précédente en x = x,,, on obtient

fn+1(xn) <0

5. 11 suffit de comparer x, et z,+1. Malheureusement, x,, est solution de 1’équation f,(z) = 0 et z,4; de 'équation
fn+1(z) = 0. Contrairement aux exercices précédents, les fonctions f,, et f,+1 sont distinctes et la question naturelle
se pose :

’Quelle fonction choisir : f, ou f,41 ?‘

L’exercice nous aide bien entendu puisque nous connaissons le signe de f,,11(z,). Dés lors, nous allons comparer
Jntr1(zn) et foy1(2ng1). Puisque fri1(2ni1) = 0 (2,41 est solution de I'équation fr11(z) = 0) et fryi(zn) < O
(question précédente), on en déduit que

frt1(@n) < fr1(@nt1)-

La fonction f,,11 est strictement décroissante sur [0, 1], bijective sur [0, 1] et comme x,, et =,,41 appartiennent a [0, 1],
on en déduit que x,, > 41 donc la suite (x,,) est décroissante.

correction de 1’exercice 7
1. La fonction f, est continue sur R, (c’est un polynéme en z). Pour étudier sa monotonie, nous allons étudier le signe
de sa dérivée. La fonction f,, est C! sur Ry (c’est un polynome en z) et 'on a :

fi(z) =na" ' + 18z > 0 sur R =]0, +oo|

n

(somme de deux nombres strictement positifs). Par conséquent, la fonction f,, est strictement croissante sur R, .
La fonction f,, est continue sur Ry et strictement croissante sur Ry donc elle réalise une bijection de Ry sur f(R,).
Puisque f,,(0) = —4 et lir+n fn(z) = +00, on en déduit que f, réaalise une bijection de Ry sur [—4, +ool.

Tr— o0

La fonction f,, est une bijection de Ry sur [—4, +o00[ et puisque 0 € [—4, +00[, on en déduit que 1’équation f,(z) =0
admet une et une seule solution sur Ry (existence et unicité de antécédent de 0 par f sur Ry ). En outre, puisque
fn(0) = —4, on en déduit que u, > 0.

2. Calcul de u; : w1 est 'unique solution strictement positive de

-1+ 145

fiz)=024+92° —4=0% +2r-4=0c10= 3

—1++/145

Calcul de us : us est I'unique solution strictement positive de

Puisque u; > 0, on en déduit que uy =

2 2
fg(a:)=O<:)x2—|—9x2—4:0<:>10x2=4<:)x2=g@xz:l: 3
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/2
Puisque uz > 0, on en déduit que uy = 5

Uy, €]0, g[ : Il s’agit de vérifier que 0 < u, < 3" On compare de nouveau les images par f,, (la fonction dont z,, est

racine). On a :

fn(o) = —4
faluy) = 0 (u,, est solution de I’équation f,(z) = 0)
PG) = G HIGr-1=C)

"3 3 3 3

ce qui nous donne

Fal0) < fulin) < Ful3)

2
La fonction f, étant strictement croissante sur R, bijective sur Ry et comme 0, u,, et 3 appartiennent a R, on en
déduit que

2
0<u, <=
Un < 3

3. Pour cela, on évalue le signe de la différence :
fro1(@) = fu(2) = [2" T +92% — 4] — [2" + 922 — 4] = 2" — 2" = 2™ (z — 1)
et puisque x €]0, 1[, 2™ est strictement positif et z — 1 est strictement négatif donc

v 6]07 1[7 fn+1($) - fn($) <0< fn-‘,—l(l') < f,n(gj)

4. En évaluant 'inégalité précédente en x = u,, on obtient f,y1(u,) < fn(u,). Puisque u, est solution de 1’équation
fu(xz) =0, 0n a fr(u,) =0 donc fry1(u,) <O0.
11 suffit de comparer w, et wu,y;. Malheureusement, wu, est solution de ’équation f,(z) = 0 et u,41 de l’équation
fn+1(x) = 0. Contrairement aux exercices précédents, les fonctions f,, et f, 11 sont distinctes et la question naturelle
se pose :

’Quelle fonction choisir : f, ou f,11 ?‘

L’exercice nous aide bien entendu puisque nous connaissons le signe de f,,11(uy). Dés lors, nous allons comparer
Jntr1(un) et fop1(ungr). Puisque fri1(ung1) = 0 (uny1 est solution de I'équation fry1(z) = 0) et fry1(un) < 0
(question précédente), on en déduit que

fn+1(un) < fn+1(un+1)~

La fonction f,4+1 est strictement décroissante sur [0, 1], bijective sur [0, 1] et comme u,, et u,41 appartiennent a [0, 1],
on en déduit que u, < up4+1 donc la suite (u,) est strictement croissante.

2
5. La suite (uy), est croissante et majorée par 3 (question 2) donc elle est convergente.

6. On a :
2 2
0<un<§:>0<(un)"<(§)"

2 2
La suite (g)" est géométrique de raison = €] — 1, 1] donc elle converge vers 0. Le théoréme d’encadrement s’applique

et 'on en déduit que la suite (u,)™ converge vers 0.
Par construction, u,, est solution de 1’équation f,(x) = 0 donc

()" 4+ 9(un)? =4 =04 (up)" =4 — 9(uy)?

Puisque lim (u,)" =0et lim (4—9(uy)?) =4 —9X\?, en passant a la limite dans Pégalité précédente, on en déduit

— 400 n—-—4oo
que
4 4 2
0:4—9A2<:>)\2:<:>A:i\/>:i
9 9 3
. . . S 2
On sait que u,, > 0 pour tout entier n donc A = 11111 uy, = 0, ce qui implique que A = 3

. . 2
Conclusion : la suite (uy,), converge vers 3
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