PHEC1 Correction feuille d’exercices 21 2004-2005

correction de ’exercice 1
1. Le joueur peut avoir entre 0 et p numéros gagnants lors de la premieére phase donc X (Q) = [0, p] et

() G2x)
()

Justification des calculs de probabilité : On dispose ici d’une population de taille n (les numéros) ainsi que d’une
sous-population de taille p (les numéros gagnants). On pioche p éléments de la population glabale et X désigne le
nombre d’éléments de la sous-population donc X suit la loi hypergéométrique H(p,n,p)

On peut aussi le justifier ainsi : pour les cas favorables, on choisit k numéros parmi les p numéros gagnants ((p) choiz)
et les autres p — k numéros sont choisit parmi les n — p numéros non gagnants ((;_p) choiz), pour les cas possibles,

n

()G
()

VE€[0,p], P(X=k)=

on choisit p numéros parmi les n disponibles ((Z) choiz) donc P(X = k) =

Puisque X suit la loi hypergéométrique H(p, n, p), il est immeédiat que E(X) = p x % = %
Par définition, on a
EP:P(X = k):l@i(z)(’ﬁk):l@i(p ( " ): (”)
k=0 k=0 (Z) oo B \p—k p
2 p 2 p p n 2 p 2
p p (k) (pfk) p p n p-(n
EX) = —« EP(X =k)=— & k——r—=— > 1 =—
n I;J n kZ:O (p) n kZ:o E)\p—Ek n \p

2. (a) La probabilité conditionnelle P x—_)(Z; = 1) signifie que I'événement (X = k) est réalisé¢ et que 'on souhaite
la réalisation de I’événement (Z; = 1), c’est-a-dire que lors de la premiére phase du jeu, on a pioché k numéros
gagnants et que ’on souhaite, lors de la seconde phase du jeu, que le ¢-iéme numéro tiré soit un numéro gagnant.
Autrement dit, au début de la seconde phase de jeu, on dispose de n — 2p numéros dont p — k sont gagnants
(puisque le joueur a enlevé p numéros dont k numéros gagnants et le meneur a retiré p numéros tous perdants)
et 'on souhaite que le i-iéme numéro tiré parmi ces n — 2p numéros soit gagnant. La probabilité que le i-iéme

p—
n—2p
Remarque : on pioche simultanément les numéros, chaque numéro a cette probabilité d’étre gagnant mais la

—k
numéro pioché soit gagnant est donc P 5 ,ce qui implique que Pix—)(Z; = 1) =
— 4p

- q
probabilité d’avoir ¢ numéros gagnants n’est pas (])2) car les tirages ne sont pas indépendants.
P

(b) L’événement (Z; = 1) signifie que le i-iéme numéro pioché soit gagnant, cela dépend évidemement du nombre
de numéros gagnants dans la premiére phase du jeu, ce qui est décrit mathématiquement par les événements
(X = K)ke[o,p]- La formule des probabilités totales appliquée a ce systéme complet d’événements nous donne

p P n) _k

P P
P(Z; = 1)=) P(X =Y P(X =k)Pix—p(Zi=1) = Z 2

Epg ()(p?k)

(c) Il est immeédiat que Z = Z Z; (revoir pour cela le cours sur les variables de Bernouilli) donc E(Z) = Z E(Z;).
Ensuite, ’espérance d’une Varlable de Bernouilli Z; est égale a la probabilité P(Z; = 1). D’aprés les relatlons (1)

et (2) obtenues a la question 1 et en scindant en deux la somme définissant P(Z; = 1), on obtient

a0 )

(n*2p (Z nf2p )p2<2):(:]j—_2§;1

Par conséquent, on en déduit que

" np — p? np — p? 2(p —
B =3B =Y s = g P

P(Z;
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3. On remarque immeédiatement que E(Z) = n—2p E(X) et, comme —p
n —2p

> 1et E(X) > 0, on en déduit que

E(Z) > E(X) donc la stratégies B est préférable au joueur (en moyenne !!).

correction de ’exercice 2
1. Pour commencer, on constate que si I’on effectue 3 lancers, le plus grand nombre de changements est donné par PF P
ou F'PF. Plus généralement, pour obtenir k changements, il est indispensable d’effectuer k + 1 lancers (1 changement
nécessite deux lancers, 2 changements nécessitent 3 lancers, etc. !!). Par conséquent, si 'on effectue N lancers et que
l’on souhaite k changements, on a nécessairement £+ 1 < N < k < N — 1. Ensuite, si £ < N — 1, on dispose de k
changements en considérant les lancers

PIF|P|F|.|P|F F|F|..|F PIF|P|F|.|F|P P|P|...|P
4

112314 . | k|k1|F|F|.F| ™ [1]23 kK | k+1 | P|P|. | P

selon la parité de k donc Xn(2) = {0,..., N — 1}.
2. Loi de X3 : on effectue 2 lancers donc X5(€2) = {0,1} et

1\* /1\* 1 1\* /1\* 1
P (X, =0) = P(PP) + P(FF) = <2) + <2> — 5 P(Xz=1)=P(FP)+ P(PF) = () + <> ==
puisE(Xg)zox%—l—lx%:%.

Loi de X3 : on effectue 3 lancers donc X5(92) = {0, 1,2} et

P(Xs=0) = P(PPP)+ P(FFF)— @)3 + (;)3 - i

P(X;=1) = P(PFF)+ P(FPP)+ P(PPF)+ P(FFP) = (;)3 + (;)3 + (;)3 N @)3 _ %
1\ /1\* 1

P(X3=2) = P(FPF)+P(PFP)= <2) + <2> =3

3. L’événement (Xy = 0) signifie qu’il n’y a aucun changement en N lancers, ce qui implique que l'on obtient que des
piles ou que des faces donc

NNy /Y 2 1\ V!
P(Xy =0) = P(PP..P) + P(FF..F) = (2) n (2) - = (2>
N fois N fois

L’événement (X = 1) signifie qu’il y a un changement, ce qui implique que 1’on obtient soit une succession de " Pile
" puis une succession de " Face ", soit une succession de " Face " puis une succession de " Pile " donc

N-1 N-1 Nol /NN N=l /\N N1/ \N NN
P(Xy=1)=>» P@.PF.E)+> PE.EP.P)=>Y_ <2> +> (2> =2>" <2> =2(N-1) (2>
k=1 k fois N— fois k=1 k fois N— fois k=1 k=1 k=1
4. (a) La probabilité conditionnelle signifie que I'événement (Xy = k) est réalisé et on souhaite la réalisation de

Pévénement (X1 = k), c’est-a-dire qu’au cours des N lancers, il y a k changements et on veut qu’au cours
des N + 1 lancers, il y ait encore k changements, autrement dit, il faut que le N-iéme lancer et le (N + 1)-iéme
lancer donne le méme résultat (pour ne pas ramener un changement supplémentaire). Etant donné que le N-iéme

lancer est déja réalisé, la probabilité que le (N +1)-iéme lancer donne le méme résultat est égale a 3 (par exemple,

1
si le N-iéme lancer donne un Pile, le suivant donne encore un Pile) donc P x,—g)(Xn1 = k) = 3
(b) En utilisant la question précédente, on a
P(Xn41—-Xn=0NXy=k) = P(Xys1=XnNXy=k) =P(Xni1=kNXy=F)

1
= P(Xn=Fk)Pxy=r)(Xnt1=k)= §P(XN =k).

(c) La famille (Xny = k)reo,n—1] forment un systéme complet d’événements donc

N1 N-14 lN ' ] )
P(X —Xny=0)= P(X —Xny=0NXy=k)= —P(Xny=k) == —P(Xn=k)=-xl=—
(Xn41—Xn =0) /; (X1 N=0 N ) 23 (XN =3 kZ:O 5 N = 35X 5
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(d)

La variable X représente le nombre de changements en N lancers et la variable X1 représente le nombre de
changements en N + 1 lancers. Etant donné qu’il ne peut y avoir que zéro ou un changement entre le N-iéme
lancer et le (N + 1)-iéme lancers, on en déduit que la variable Xy11 — X, qui représente en fait le nombre de
changements entre le N-iéme lancer et le (N + 1)-iéme lancer, prend seulement les valeurs 0 et 1, ¢’est-a-dire que
(Xnt1 — Xn)(9) = {0, 1}.

1
D’autre part, la question précédente montre que P(Xyy1 — Xy =0) = 5 donc
1
PXnyy1—Xn=1=1—-PXn41 —Xn=0)= 3 ce qui montre que la variable Xny11 — X suit une loi de

1 1
Bernoulli de paramétre 3 Son espérance est donc égale a 2 c’est-a-dire que

1 1 1
E(XN+1 7XN) = 5 <:>E(XN+1) 7E(XN) = 5 <:>E(XN+1) = E(XN) + 5

| =

1
La suite (E(Xn)n>1 est arithmétique de raison 3 et E(X5) = = (question 2), ce qui nous permet d’écrire

2o

B(Xx) = 5(N =2+ B(Xz) =

1 N-1

2 2

1l s’agit de montrer les égalités suivantes P (X113 — Xy =iN Xy =k) = P(Xny31 — Xy = 1)P(Xy = k) pour
1

i € [0,1] et k € [0, N — 1]. La question 4.c) montre que P (Xyy1 — Xy =0) = 3 et la question 4.b) montre que

1
P(XN+1—XN=OQXN=]€):§P(XN=]C):>P(XN+1—XNZOQXNZk’):P(XN+1—XN:0)P(XN=k’)

1
D’autre part, en refaisant le raisonnement de la question, on obtient Pix,—p) (Xni1 — Xy =1) = 5 (il faut que

le résultat du (N + 1)-iéme lancer soit différent du résultat du N-iéme lancer, par exemple si le N-iéme lancer
donne Pile, il faut que le (N + 1)-iéme lancer donne Face) donc
1
P(Xnp1—Xn=1NXNy=k)=Pxy=r) Xny1 —Xn=1)P(Xny =k) = §P(XN =k)

1
et la question 4.d nous donne P (Xy41 — Xy =1) = o0 ce qui implique 1’égalité suivante
P(XN+1 —Xy=1NXyn :k) ZP(XN+1 — Xy = 1)P(XN Zk‘)
ce qui montre que les variables X1 — Xy et Xy sont indépendantes.

1
On procede par récurrence en posant (Py) : Xy suit une loi binémiale B(N — 1, 5)

1
Initialisation N = 2 : X5 suit une loi de Bernouilli de parameétre 3 (cf. question 2) donc elle suit la loi binomiale
1 1
B(1, 5) =B(2-1, 5), ce qui démontre (Ps).
Hérédité : Supposons (Py) vraie et montrons (Px41), ¢’est-a-dire supposons que la variable X suit la loi de

1
binomiale B(N — 1, 5) et montrons que la variable Xy suit la loi binomiale B(N, 5)

1
e La question 4.d) montre que X117 — X suit une loi de Bernouilli de parameétre 2 autrement dit elle suit la
1
loi binomiale B(1, 5)

1
e La variable Xy suit la loi binomiale B(N — 1, 5)

o Les variables X1 — Xn et X sont indépendantes

L

Par conséquent, on peut affirmet que la variable (X n11—Xn)+Xn = Xn41 suit la loi binomiale B((N—1)+1, 5

1
B(N, 5) (cf. le cours sur 'addition de variables binomiales indépendantes) ce qui achéve la récurrence.

correction de ’exercice 3
1. On introduit expérience £ " appeller un correspondant " et I’événement A : " obtenir le correspondant ". La secrétaire
effectue n expériences identiques a 'expérience € et X désigne le nombre de réalisation de ’événement A donc X suit
la loi binomiale B(n,p), ou p = P(A). On a donc, en notant ¢ = 1 — ¢,

X(Q)=[0,n], Vke[0,n], PX=k)= (Z)pkq”_k, E(X)=mnp, V(X)=npq
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2.

(a)
(b)

(e)

Il est évident que la secrétaire peut obtenir au total entre 0 et n correspondants donc Z(Q2) = [0, n].

Calcul de P(Z = 0) : Puisque X et Y sont des variables dont les valeurs possibles sont dans [0, n], on a immédi-
atement

P(Z=0)=P(X+Y =0)=P(X=0NY =0)=P(X =0)Px_)(Y =0) =¢"¢" = ¢*"

Justification des calculs de probabilités :

P(X =0) : c’est la question 1

Px—o)(Y =0) : L’événement (X = 0) est réalisé, donc la secrétaire a obtenu un correspondant & la premiére
série d’appels et elle appelle les n correspondants & la deuzieme série d’appels, et l’événement (Y = 0) doit étre
réalisé, c’est-a-dire que la secrétaire ne contacte aucun des correspondants lors de la deuxiéme série d’appels. Par
conséquent, la secrétaire appelle n correspondants et elle n’en obtient aucun. On est dans la méme configuration
que X =0, ce qui implique P x—¢)(Y =0) = q".

Calcul de P(Z =1) : : Puisque X et Y sont des variables dont les valeurs possibles sont dans [0,n], on a
immédiatement
P(Z=1) = PX+Y=1)=P(X=1NY=0)+P(X=0NY =1)
n n— n— n n n—
= P = DR =0) + PO = 0P = 1) = [ ()| ] < ()

— npq2n—2 + npq2n—1 — nqun—Q(l + q)
Justification des calculs de probabilités :
P(X =1) : c’est la question 1
Px—1)(Y =0) : L’événement (X = 1) est réalisé, donc la secrétaire a obtenu un correspondant & la premiére
série d’appels et elle appelle les n — 1 autres correspondants & la deuziéme série d’appels, et 'événement (Y = 0)
doit étre réalisé, c’est-a-dire que la secrétaire me contacte aucun correspondant lors de la deuziéme série d’appels.
Par conséquent, la secrétaire appelle n — 1 correspondants et elle en obtient 0 donc Px—)(Y =0) = gL
P(X =0) : c’est la question 1
Pix—o)(Y =1) : L’événement (X = 0) est réalisé, donc la secrétaire a obtenu un correspondant & la premiére
série d’appels et elle appelle les n correspondants & la deuziéeme série d’appels, et 'événement (Y = 1) doit étre
réalisé, c’est-a-dire que la secrétaire contacte un correspondant lors de la deuzriéme série d’appels. Par conséquent,
la secrétaire appelle n correspondants et elle en obtient 1. On est dans la méme configuration que X =1, ce qui
implique Pix—o)(Y =1) = P(X =1) = (T)pg" "
L’événement (X = k) est réalis¢, donc la secrétaire a contacté k correspondants & la premiére série d’appels et
elle appelle les n — k autres, et on souhaite la réalisation de I’événement (Y = h), c’est-a-dire que la secrétaire
contacte h correspondants & la seconde série d’appels. Autrement dit, la secrétaire appelle n — k correspondants
et elle en obtient h. On est clairement dans une configuration binomiale (on répéte n — k expériences identiques
a Pexpérience £ et on souhaite h réalisations de A) donc

n—=k n—k
Vk e [0,n], Vhe[0,n— k], P(X_k)(Yh)< , >phq(nk)h< . >phanh

Remarque : Ftant donné que la secrétaire appelle n — k correspondants, elle pne peut contacter plus de n — k
correspondants (sic), c’est pour cette raison que l'énoncé considére h € [0,n — k[]. Lorsque h > n — k, la
probabilité conditionnelle Px—j)(Y = h) est nulle puisqu’elle correspond & un événement impossible (obtenir plus
de correspondants que de personnes appelées)

Puisque X et Y prennent des valeurs entre 0 et n, ’égalité X + Y = s nécessite que X =0, donc Y =5, X =1,
doncY =s—1, X =2,donc Y = s — 2, etc, jusqu’a X = s, donc Y = s — s. Par conséquent, on a

P(Z=s) = PX+4Y=5)=PX=0NnY=s5)+PX=1)NY=s—-1)+---PX=sNY =s5—5)

Y P(X =k)N(Y =s—k)).
k=0

Calcul de P(Z = s) : D’aprés les questions 2.c) et 2.d), on a

P(Z=s) = gp((x =kNY =s—k) = ;P(X = k)P (x_py (Y =5 —k)
oL () S ol () iy e
CEOE e O
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() (Z:,’:) = (")(;) : En utilisant la définition des combinatoires par les factorielles, on a

(Z) (Z B Z) - /.c!(nni W (s = k)!((fzn—_k])f)i (s— k) Kl(s— ;S:m —s)! s!(nni s k!(i DI (Z) (Z)

ps = C2[p(1+ q)]*(¢?)"~* : En utilisant les deux égalités précédentes, on obtient

ps=P(Z=5s)=p°¢"* Z <Z) <Z B :) g =p¢ Z <Z) (Z) g *= (Z)ps(f"‘s Z (Z) q"

k=0 k=0 k=0

On voit apparaitre une belle formule du binéme avec a = ¢~ ! et b= 1 donc

(e Qo= (e oty = (i (42)

(e e = (Do = (%) bla s

S

Ps

(f) Puisqueg=1—-p&p=1—-qonap(l+q)=(1-¢q)(1+q) =1-¢* donc
Z(Q)=1]0,n], Vkel[0,n], P(Z=s)= (Z) [1- qQ]S (¢*)"—*

ce qui montre que Z suit la loi binomiale B(n, 1 — ¢?) = B(n,p(2 — p))
Remarque : on en déduit immédiatement que E(Z) = np(2 — p) et, puisque E(X) = np, on obtient que

E(Z)=EX+Y)=EX)+EY)& E(Y)=E(Z)-EX)=np2-p)—np=np2-p—1)=np(l —p)

En moyenne, la secrétaire obtient np(1 — p) correspondants.

correction de I’exercice 4 1

1.

3.

Loi de I, : Il est évident que I,,(2) = [1,n] et Vk € [1,n], P(I,=k)=—
— n

Calcul de P;,—1)(X, = k) : L’événement (I,, = 1) est réalis¢, donc on a pioché la boule numéro 1 au premier tirage,

et on souhaite la réalisation de ’événement (X,, = k), c’est-a~dire qu’au premier tirage on a obtenu la boule numeéro 1
et on souhaite obtenir la boule numéro 1 au k-iéme tirage. Il est évident que si k > 1 alors I’événement est impossible
1 si k>1

et si k = 1 alors I’événement est certain donc Py, —1)(X, = k) = { 0 si kel

On considére pour commencer la probabilité conditionnelle P;, ) (X, = j). L’événement (I,, = k) est réalis¢, donc
on a pioché la boule numéro k et on retire de 'urne toutes les boules numérotés de k a n, et on souhaite la réalisation
de I’événement X,, = j, c’est-a-dire que I'urne contient désormais k£ — 1 boules numérotées de 1 & k — 1 et on souhaite
obtenir la boule numéro 1 au j-iéme tirage. Puisqu’un tirage a déja été effectué (celui qui a donné le numéro k, qui
est réalisé d’apres le conditionnement), il faut obtenir désormais la boule numéro 1 en j — 1 tirages. Par conséquent,
la probabilité conditionnelle P(;, —x) (X, = j) est la probabilité de tirer en j — 1 tirages la boule numéro 1 dans une
urne contenant les k£ — 1 boules numérotées de 1 & k — 1, c’est-a-dire la probabilité de I'événement (Xyx_1 = j — 1) donc
Pu,=k) (Xn=7) =P (Xp—1=7—1).

(a) La variable X représente le nombre de tirages nécessaires pour obtenir la boule numéro 1 dans une urne contenant
1 numérotée 1. Il est évident que X7 =1 donc X;(Q2) = {1} et P(X; =1) = 1.

(b) (X2 =1) : il s’agit de ’événement "obtenir la boule numéro 1 dans une urne contenant 2 boules numérotées 1,2"
Loi de X, : L’urne contient 2 boules numérotées 1,2 et il est évident que I’on peut obtenir la boule numéro 1 en
un tirage (la piocher directement) ou en deux tirages (tirer la boule numéro 2, retirer la boule numéro de l'urne,
puis piocher la boule numéro 1) donc X5(2) = {1, 2}. De cette argumentation, on en déduit immédiatement que

1 1
13()(2:1):5 13()(2:2):1—13()(2:1):5
Deés lors, il est immédiat que
B 1 1 3 e 1 ., 1 5 B ) , 1
E(Xg)—1><2+2><2_2, E(XQ)_1><2+2 x5 =3 V(X,) = B(X2) — [B(X3)] i

www.mathematiques.fr.st 5 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1

Correction feuille d’exercices 21 2004-2005

(c)

Puisque l’on travaille avec la variable aléatoire X3, 'urne contient trois boules numérotées de 1 & 3.

Pr,—1)(X3 = 2) : Pévenement (I3 = 1) est réalisé et on souhaite la réalisation de I'évéenement (X3 = 2), c’est-a-dire
que l'on pioché la boule numéro 1 au premier tirage et qu’on 1’on souhaite qu’il soit nécessaire d’effectuer deux
tirages pour obtenir la boule numéro 1. Ceci est clairement impossible donc P 13:1)(X3 =2)=0

P1,—2)(X3 = 2) :I'événement (I3 = 2) est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement (X3 = 2), c’est-a-dire
que l'on pioché la boule numéro 2 au premier tirage et qu’on 1’on souhaite qu’il soit nécessaire d’effectuer deux
tirages pour obtenir la boule numéro 1. Par conséquent, aprés le premier tirage, 'urne contient uniquement la
boule numéro 1 (les boules 2 et 3 sont retirées) et on souhaite piocher au second tirage la boule numéro 1 dans
cette nouvelle urne. Cet événement est évidemment certain et I'on a P7,—9)(X3=2) =1

P1,—3)(X3 = 2) : 'évenement (I3 = 3) est réalis¢ et on souhaite la réalisation de I'événement (X3 = 2), c’est-a-dire
que l'on pioché la boule numéro 3 au premier tirage et qu’on 1’on souhaite qu’il soit nécessaire d’effectuer deux
tirages pour obtenir la boule numéro 1. Par conséquent, aprés le premier tirage, 'urne contient les boules numéro

1 et 2 (la boule 3 est retirée) et on souhaite piocher au second tirage la boule numéro 1 dans cette nouvelle urne.

1
La probabilité de piocher la boule numéro est évidemment égale a 3 donc P(,—0y (X3 =2) = 5

Loi de X35 : L’urne contient 3 boules numérotées 1,2,3 et il est évident que I’on peut obtenir la boule numéro 1 en
un tirage (la piocher directement) ou en deux tirages (tirer la boule numéro 2, retirer la boule numéro de l'urne,
puis piocher la boule numéro 1) ou en trois (en piochant successivement les boules 3,2,1) donc X3(Q2) = {1, 2, 3}.

P(X5=1): (X3 =1) signifie que 'on obtient la boule numéro 1 au premier tirage donc P (X3 =1) = 3
P(X5=2): (X3 = 2) signifie que I'on obtient la boule numéro 1 au second tirage. Le second tirage dépendant des
résultats du premier tirage, c’est-a-dire des événements (I5 = 1), (I3 = 2), (I3 = 3). On applique la formule des
probabilités totales & ce systéme complet d’événements et, en utilisant les calculs de probabilités conditionnelles
précédents, on a

P(X3:2) = P(Igz1ﬂX3:2)+P(13:2HX3:2)+P(13:3ﬂX3:2)
= P(l3=1)P1,=1)(X3 =2) + P(I3 = 2) P1,=2)(X3 = 2) + P(I3 = 3) P(1,=3)(X3 = 2)
1 1

1 1 1
- = Ixl4+ix==
3><0+3>< +3><2 3

1
P(X3=3) : Soit on utilise que P(Xs =3) =1—-P(X3 =1) - P(X5 =2) = 5’ soit on considére que cela

signifie que ’on pioche nécessairement la boule numéro, puis la boule numéro 2 et enfin la boule numéro 1 donc

1 1 1 1

En résumé, on a P(X5=1) = %, P(X3=2)= 3 P(X3=3)=—
La variable X,, prend toutes les valeurs entiéres entre 1 et n. En effet, 'urne contient n boules numérotées de 1 &
n, et si k désigne un entier entre 1 et n, on pioche pour commencer la boule numéro n, donc c’est la seule boule
enlevée et on a effectué un tirage, puis la boule numéro n — 1, donc c’est la seule boule enlevée et on a effectué 2
tirages, puis la boule numéro n — 2, donc c’est la seule boule enlevée et on a effectué 3 tirages, etc, jusqu’a piocher
la boule numéro n — k+ 2 au (k — 1)-iéme tirage et au k-iéme tirage, on pioche la boule numéro 1le fait de piocher
la boule numéro n puis la boule numéro n — 1, etc, jusqu’a la boule numéro n — k + 1 (on a effectué pour l'instant
k — 1 tirages).

1
P(X,, = 1) : L’urne contient n boules dont une seule numéro 1, on a P(X,, =1) = —
P — n

P(X,, =2): L’urne contient n boules et on souhaite obtenir la boule numéro 2 au second tirage. La pioche du
second tirage dépend fortement du numéro pioché au premier tirage (puisque la composition de 'urne s’en trouve
modiifée). La famille (I,, = k)peq1,n) décrit le numéro pioché au premier tirage et forme un systéme complet
d’événements donc

P(X,=2)=PI,=1nX,=2)+P(I,=2nX,=2)+--+ P, =nNX, =2)

=0

L’événement (I, = 1N X,, = 2) est en effet impossible puisqu’il correspond au fait que la boule numéro 1 est
tirée au premier tirage (événement (I, = 1)) et qu’il est nécessaire d’effectuer deux tirages pour obtenir la boule
numéro 1 (événement (X, = 2)), ce qui est contradictoire.

Ensuite, en utilisant la question 2 puis le calcul de P(X,, = 1) (remarque que cette égalité est valable pour tout
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entier n, en particulier en remplagant n par k — 1 dans la formule), on obtient

P(X,=2) = Y PI,=knX,=2)=Y P, =k)Pq,_p(X,=2) =
k=2 k=2

I~ 1 1 1
= T EoiTal:
k=2 k
(c) Comme précédemment, en utilisant le systéme complet d’événements (I, = k)ie[1,n], 0N &

P(X,=j)=> PI,=knX,=j)
k=1

Puisque j > 2, on ne peut obtenir la boule numéro 1 au premier tirage donc 'événement (I, = kN X,, = j) est
impossible et en utilisant le calcul des probabilités conditionnelles de la question 2, on obtient

~
>
3
Il
=
Il

%P(In:kﬂXn—] ];PI = k)P, 1) ( Xy = :kggp(xk,lzg—n

= NP =io =k
q=1

(d) D’apres la question précédente, on a

n—1 n—2

nP (X, =j) = (n = 1)P (Xp-1 = j) ZPXk—y—l Y P(Xp=j—1)=P(X,1=3j—1)

s nP(X,=j)= (n - H)P(X,—1=17) +;3(Xn_1 =j-1)
n—1

, 1 .
& P(Xp=j) = ——P(Xp1=j)+ —P(Xp1=j-1)

5. Puisque X,,(Q) = [1,n] et X,,_1(2) = [1,n — 1], en utilisant la définition des espérances E(X,,) et E(X,_1) ainsi que
la formule récurrente de la question 4.d), on a

n

B(X,) = ZkP(Xn:k):ik[n
k=1 k=1
- ”;1§:kp( = k)+ ka =k -1)
k=1

= k)4 P(X = k- 1)}

n—1 n—1
n—1
= nP(Xy 1 =n)+ Y kP(Xy 1=k +=-> (g+)P(X,1=q) (¢9=k—1)
n -0 k=1 q=0
n—1 n—1
= ——BXu)+ Y@+ 1)P(Xu1=q)  (P(Xy_1=0)=0)
q=1
n—1 1 n—1 1 n—1
q=1 q=1
n—1 1

Calcul de E(X,) : On a

Z[E(Xk)*E(Xk_l)] = %@ZE(Xk)sz(Xk_l):Z%@ E(Xk)*iE(Xk):Z%
k=2 k=2 k=2 k=2 k=2 k=2 k=1 k=2
n—1 n—1 n 1 n 1
& |E(X,) + kzzz E(Xy)| — kzﬂ E(Xy)+ E(X))| = kz:; = & B(X,) - E(_)l(l) = 2%
@E(Xn):1+i%©E(Xn): n %
k=2 k=1
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