PHEC1 Correction feuille d’exercices 2 2005-2006

correction de l’exercice 1
La fonction f est continue (resp. dérivable) sur R tout entier comme le quotient de deux fonctions continues (resp. dérivables)
sur R tout entier et dont le dénominateur ne s’annule pas sur R (comme somme de deux réels strictement positifs).

(eac _ e—x)/(e—x + e—w) _ (ez _ e—x)(ea: + e—a;)/ (eac + e—w)(e$ + e—w) _ (ea: _ e—m)(ex _ e—w)

/ _ =
fix) = (e + e 7)2 (e* + e 7)2
x —z\2 _ (o _ ,—xz\2 2x 9 —2z\ _ ( 2z __ 2 —2x 4
_ (e (e —em )t (e 424e) — (e te ™) >0 sur R
(ex + e—z)? (ea: + e—:v)? (ex + e—a:)?
Par conséquent, la fonction f est strictement croissante sur R et continue, donc elle réalise une bijection de R sur f(R) =]—1, 1].

En effet, les limites de f en +00 et —oo sont données par :

n (@) e’(l1—e ) 1—e 2@ 1
en oo xT) = = — =

e?(1+ e 27) 14+e 2% z2—+00 1

e r(e?® —1) -1 -1
en —oo f(‘r) - 67:”(62I + 1) - e2x +1 m_,ﬁ_oo T = -1
correction de I’exercice 2 3 3
On introduit la fonction f : z — o et I’équation PR 1 est équivalente a I’équation f(z) = 1, autrement dit a la
x x

justification de D'existence et 'unicité de 'antécédent de 1 par f sur R.
Cette fonction est continue et dérivable sur R comme le quotient de deux fonctions continues et dérivables sur R dont le
dénominateur ne s’annule pas sur R (comme somme d’un terme positif et d’un terme strictement positif).

3r2(x2 4+ 1) —23(2x)  z* + 322

f(z) = @21 1) = @21 1) >0 sur R

Par conséquent, la fonction f est strictement croissante et continue sur R donc elle réalise une bijection de R sur f(R) = R.
En effet, les limites de f en +00 et —oo sont données par

3 3 1 1
enioo:f(x):xil:%xil: T X T I +oo
€T ~ Tr— 00
x x x
—_——
—1

Puisque 1 € f(R) = R, I’équation f(z) = 1 < admet une et une solution sur R (existence et unicité de 'antécédent de 1 par
f sur R)
Pour I’encadrement de «, on compare les images f(0), f(«), f(1).

f(0)=0 f(a)=1 (a est solution de 'équation f(z) =1) f(2)= g

On en déduit que f(0) < f(a) < f(2) et, la fonction f étant bijective et strictement croissante sur R, on est en droit
d’affirmer que 0 < a < 2.

correction de ’exercice 3

On introduit la fonction f : x — 3 — 2z — e” et 'équation 3 — 2z = e est équivalente a 'équation f(z) = 0, autrement dit a
la justification de lexistence et 1'unicité de 'antécédent de 0 par f sur R.

Cette fonction est continue sur R comme la somme de fonctions continues sur R. La fonction f étant la somme de deux
fonctions décroissantes sur R (z +— 3 — 2z et  — —e”), on en déduit qu’elle est également strictement décroissante sur R.
Les deux conditions du théoréme de bijection étant remplies, on en déduit que la fonction f réalise une bijection de R sur
f(R) = R. En effet, les limites de f en +00 et —oo sont données par

en +oo : f(z)= —€" (3e™ " — 2z0e” " +1) —» -
~— =~ S—— T—+00
——oco —0 lim (ze=*)= lim e~*=0
T — 400 x—+o00
en —oo x)=3-2x— ¢ — 00
f() ~—— \,Jx—>—oo+
— 400 —0

Puisque 0 € f(R) = R, 'équation f(z) =0 < admet une et une solution sur R (existence et unicité de ’antécédent de 0 par
f sur R)
Pour I'encadrement de «, on compare les images f(0), f(«), f(1).

f(0)=2 f(a) =0 (o est solution de I'équation f(z) =0) f(l)=1-e
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On en déduit que f(1) < f(a) < f(0) et, la fonction f étant bijective et strictement décroissante sur R, on est en droit
d’affirmer que 0 < a < 1.

1
Pour le second encadrement, il suffit simplement de voir si 5 < .

1
f (2) =2—¢e2<0 f(a)=0 (« est solution de équation f(z) = 0)

1
On en déduit que f (2> < f(@) et, la fonction f étant bijective et strictement décroissante sur R, on est en droit d’affirmer

que o < 3 donc on est assuré que ’on a pas I’encadrement 5 <a<l.

correction de I’exercice 4
1. La fonction f est continue (resp. strictement croissante) sur R} comme somme de deux fonctions continues (resp.
strictement croissante) sur R} . Par conséquent, elle réalise une bijection de R} sur f(R) = R. En effet, les limites de
fen 0T et en +oo sont données par
en +o0: f(r)=z+1nx 00 en 0" : f(z)=_= Inz —00
tooi f0) =z +Ine =+ fa) =+ g =

T——00
—0 ——00

2. L’équation z + Inz = 2005 est équivalente a 1’équation f(z) = 2005. Etant donné que f réalise une bijection de ]R_T_ sur
R et que 2005 € f(R}) =R, on est assuré que I’équation f(z) = 2005 admet une et une seule solution « sur |0, +o00[
(existence et unicité de Pantécédent de 2005 par f sur R).

Pour I'encadrement, il suffit de comparer les images

£(1997) ~ 2004.6  f(a) = 2005 (car o est solution de f(x) = 2005) f(2005) = 1998 + In 1998 ~ 2005.6

On en déduit que f(1997) < f(a) < £(1998) et, la fonction f étant bijective et strictement décroissante sur R, on est
en droit d’affirmer que 1997 < a < 1998.
Valeurs numériques : In 1997 ~ In 1998 ~ 7.6 £ 10~1.

correction de I’exercice 5
: On introduit la fonction a : x +— 223 — 322 — 122. L’équation (E;) est équivalente & 'équation a(z) = 1.

La fonction f est clairement continue et dérivable sur R (polynoéme)

a(z) = 622 — 6z — 12 = 6(2* — 2 — 2)

2

Les racines du trinéme x — x* — x — 2 sont —1 et 2, ce qui nous donne le tableau de variation suivant :

x —00 -1 2 +00
a'(x) + - +
7 +00
a@) VA RN %
—00 —20
La fonction a réalise une bijection de l'intervalle | — co, —1[ (resp. | — 1,2[, resp. ]2,+o0]) sur 'intervalle | — oo, 7[ (resp.
] — 20; 7], resp. | — 20, +o0[). Puisque 1 €] — oo, 7[ (resp. | — 20; 7], resp. | — 20, +00[), on en déduit que I’équation a(z) =1
admet une et une seule solution sur l'intervalle | — oo, —1[ (resp. | — 1, 2[, resp. ]2, +o0[) (existence et unicité de 'antécédent

de 1 par f sur | — oo, —1] (resp. | — 1,2, resp. ]2, +o0])).
Pour finir, les réels —1 et 2 n’étant clairement pas solutions de cette équation, on en déduit que I'équation a(z) = 1 admet
trois solutions, 'une appartenant a l'intervalle | — oo, —1[, 'autre a l'intervalle | — 1, 2[ et la derniére a 'intervalle ]2, +oo].

(E2) |: On introduit la fonction b : x — 1225 — 452 4 4023, L’équation (Es) est équivalente a 'équation b(z) = 8.

La fonction f est clairement continue et dérivable sur R (polynome)
V(z) = 60z* — 1802° + 1202 = 6022 (2% — 32 + 2)

Le signe de V' () étant clairement du signe du trindome x +— 22 — 3x + 2 et les racines de ce dernier étant 1 et 2, on en déduit
le tableau de variation suivant :

T —00 1 2 +00
V(z) + - +
7 400
a(z) / N\ /
—00 —16
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La fonction a réalise une bijection de U'intervalle | — oo, 1] (resp. |1,2[, resp. ]2, +o0]) sur U'intervalle | — oo, 7[ (resp. | —16; 7],
resp. | — 16, +00]). Puisque 8 ¢] — o0, 7[ (resp. 8 ¢] — 16;7[), on en déduit que 'équation b(x) = 8 n’admet pas de solution
sur les intervalles | — oo, 1] et ]1, 2[. D’autre part, puisque 8 €] — 16, +00[, on en déduit que ’équation b(z) = 8 admet une et
une seule solution sur I'intervalle |2, +00[ (existence et unicité de I'antécédent de 8 par b appartenant a ]2, +o0l).

Pour finir, les réels 1 et 2 n’étant clairement pas solutions de cette équation, on en déduit que I'équation b(z) = 8 admet une
seule solution sur R et que cette solution appartient a |2, +o0l.

correction de I’exercice 6

Cas de la fonction a :

da 2a 0 (0a
= = 2zy+42® —— =2y —2a? =+ ) =+ (-22y +42°) = —2y + 1222
a:E(af,y) Ty + 4z y—x 3 5 (7, 9) o <8x) 3 (—2xy + 427) y+ 12
0%a 0 (0Oa 0 9 0%a 0 (0a 0
= (=)= — = -2 - = (=) ==(29—22) =2
ao0y O Y = 3 <8y> pr By —w) =2 Hawy) =g <8y> oy 2 =)
Cas de la fonction b :
ob ob b o (0b 0
— =9 — = g2 2 -— =— | =) ==—(=2zy) = -2
5 (& Y) WG, = + 3y 502 (&Y = 5 (&J 5, (—22Y) y
0%b o (b 0 9 5 0%b o (b 0
- = — [ — | = — (= E—} - — — =2 = 2 (2 2\ —
c%ay(x’y) Ox (83/) Ox (=2”+3y) v Oy? (@,y) Oy (81/) Oy (=2”+3y%) = 6y
Cas de la fonction ¢ :
ﬁ( ) = 2z e _ 2y 8726( )_ﬁ O _ 0 2z _ 2y —2?)
oz Y a2 42 oy  x2+y? 922 0 T e \ bz ) T oz 2492 ) (22 4 92)2
0%c (@ )_ﬁ dc\ _ 0 2y o —ay &(x )_2 dc\ _ 0 2y ~2(z* —y?)
00y " T 0z \oy) T 0x \P ) T (@222 02 Y Ty \oy) T oy \2+¢2) T @12
Cas de la fonction d :
od od
- — oY a3 2 T ey 3 2
o (z,y) = e (22 — y* — 2%y) oy e (2y — 2® — xy?)
0%d 0 [od 0
P - [ =) = —zy a3 2 — o TY 4 2,2
922 (a:,y) B (810) 9 (e (296 Y T y)) e (y 4oy + 7y~ + 2)
0%d 0 (od 9]
— — [ =) = = (%Y e S 2)) — o~y 3 2 2 3
920y (z,9) % <8y> 5 (e (2y z° —ay )) e (my 3y — 3z +x y)
0%d 0 (dd 0 )
- - — [ = — —xzy 3 2 — Ty 4 2,2
92 (z,y) oy (ay) a9 (e7™ (2y — 2® —ay?)) = e~ (z* — day + 2%y? + 2)
Cas de la fonction e :
de B , O T d%e 0 (e 0 N
= Fo—wretny St = o (5) = 2 (@) ~0
e 0 ([ Oe 0 x 2
axay(:c,y) =5 (8y> =5 <2y+2ylny) = glny
0%e 0 (0Oe 0 x x x
Z - = =)==12 2-1 =2——-2—1 2
Byz(gc’y) dy (31/) Ay ( ey ny) 2ot

Cas de la fonction f :

www.mathematiques.fr.st

Of ()= Y20y -2 Of  —w'-u

oz Y (22 + y)? Ay (22 +y)?

0% f 0 (Of\ 0 (y+2zy—a?\ 223 —6xy+ 2y° — 627y
922 = 5:\02) T\ @y ) @1 y)p

0% f (z )72 g 72 22—z 73x2—2xy—y+2m3
dxdy Y B oy)  ox \(z2+y)2) (22 +y)3

627]”(% )_g g _ﬁ 22—z _2z2+2m

oy Y "oy \oy) Ty \@2+y2) T @)

3
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correction de 1’exercice 7

Pour commencer, on remarque que R? est un ouvert de R2, ce qui implique que les extréma sont & chercher parmi les points
critiques et, chacune des fonctions suivantes étant deux fois différentiable sur R?, la nature de ces points critiques découle
de la caractérisation par la régle du "rt — s2".

Cas de la fonction a ‘ : Recherche des points critiques éventuels

da

x N 2r+y = 0 - 3t = 0 Li+«2L1— Ly =0
@(xy) _ 0 r+2y = 0 3y = 0 Lo« 2L,— L, y=0
oy’

Par conséquent, la fonction a posséde un unique point critique qui est (0, 0).
Nature du point critique (0,0) :

8%a d (0a 0
&r?(m’y)_ax(agc)_ax(%er)_Q = r(0,0) =2
0%a 0 (0a 0
Bxay(x’y)_&r<8y>_3x(x+2y)_l = 5(0,0) =1
0%a 0 (0a 0

Saan =g () = @tm =2 =100

Il est alors immédiat que (rt — s2)(0,0) = 22 — 12 = 3 > 0 et comme 7(0,0) = 2 > 0, on en déduit que le point critique (0, 0)
est un minimum local de la fonction a. Ce minimum vaut a(0,0) = 0 autrement dit, la fonction a est positive au voisinage
du point (0, 0).

’ Cas de la fonction b‘ : Recherche des points critiques éventuels

Ob

€z N dr+2y—6 = 0 N 20 +y = 3 - 3t = 3 L+ 2Ly — Ly - z=1
@(xy) - 0 2z4+4y—6 = 0 xayp | z+2y = 3 3y = 3 Ly—2Ly— 1L, y=1
oy’

Par conséquent, la fonction b posséde un unique point critique qui est (1,1).
Nature du point critique (1,1) :

9%b 0 (0b 0

9%b g (0b 0

0%b d (0b 0

@y =2 (5 | =5 Qu+dy—6)=4 1,1) =4
e = () =g ot -0 =1 =L

Il est alors immédiat que (1t — s2)(1,1) = 42 — 22 = 12 > 0 et comme r(1,1) = 4 > 0, on en déduit que le point critique
(1,1) est un minimum local de la fonction a. Ce minimum vaut a(1,1) = 3 autrement dit, la fonction a est supérieure a 3 au
voisinage du point (1,1).

’ Cas de la fonction c‘ : Recherche des points critiques éventuels

dc

87(33’3/) =0

x 3y—322 = 0 y = a2 y= ()2 =y y(1-9°) =0
Oc e a2 = _ 2 & _ 2 _ .2
5@y = 0 3r=3y" = 0 xam @ =y T=Y v=y

y

y=0ouy’=1 y=0 Yy =
< { =1y ﬁ{x:OQZO MYl z=12=1

Par conséquent, la fonction ¢ posséde deux points critiques qui sont (0,0) et (1,1).
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Nature des points critiques :

& 0 (0c 0
@(az,y) = 5 (m) = 52 (3y —32%) = =62 =1r(0,0)=0et r(1,1) = —6

d*c d (dc ) )
axay(:c,y) =5z <ay> = %(31’73;/ )=3 =s5(0,00=3etr(l,1)=3

2
g—yg(az,y) ;y (86) = a% (32— 3y%) = =6y = £(0,0) =0 et £(1,1) = —6

Il est alors immeédiat que

(rt—s*)(0,0) = 0°—=3°=-9<0
(rt —s*)(1,1) = (=6)?=32=27>0¢ctr(l,1)=—-6<0

On en déduit que le point critique (0,0) n’est pas un extrémum de ¢ et que le point critique (1,1) est un maximum local
pour ¢. Ce minimum vaut ¢(1,1) = 1, donc la fonction ¢ est supérieure a 1 au voisinage du point (1,1).

’ Cas de la fonction d‘ : Recherche des points critiques éventuels

od 2\
g ™Y = 0 x2+(> - 5
- 322+ 3y —-15 = 0 - ?2+9y> = 5 x(1/3) o T
@(w y) = 0 6y — 12 = 0 Ty = 2 x(1/6) 2
oy’ y —
zt +4
— = 5 2t 4+4 = 522 X2 -5X+4 = 0
2 2
& _ 2 & -z
y = 2 y X X=a? y X
T
X=1 ou X=14 z2=1 ou 2?2=4 r=—-louz=1loux=—-2ouzx=
2 2 2
& y _ 2 e y = y==
x x x
2 2 2 2
- = — = —2 ou = - = ou = —_— = —1 ou = - =
L y=7=2 V=0 v=5=1
Par conséquent, la fonction ¢ posséde quatre points critiques qui sont (—1,—2), (1,2), (=2, —1) et (2,1).
Nature des points critiques :
0%d 0 [od 0
— — (3 3y2 —15) =6
522 ™Y = 3 3x> 5z 37"+ 37 —15) = 6
0%d 0 (0d 0 0%d 0 (0d 0
, = — (62y — 12) = 6 — (=, = — (bzy—12) =6
8x3y(x v =5 <8y) 5, 62y —12) =6y 9 (z,y) = o (a;;) ay( zy —12) = 6z
r(—1 —2) -6 s(—1,-2)=-12 t(-1,-2)=-6 (rt—s*)(-1,-2)=-108<0
N r(1, ) 5(1,2) =12 t(1,2) =6 (rt —s?)(1,2) = —108 < 0
r(—2, —1) -12 s(=2,-1)=-6 t(-2,-1)=-12 (rt—s*)(-2,-1) =108 >0
r(2,1) =12 s(2,1) = t(2,1) =12 (rt —s2)(2,1) =108 > 0

On en déduit que

e les points critiques (—1, —2) et (1,2) ne sont pas des extréma de d,

e le point critique (—2, —1) est un maximum local pour d et comme d(—2,—1) = 28, la fonction d est inférieure a 28 au
voisinage du point (-2, —1)

e le point critique (2,1) est un minimum local pour d et comme d(2,1) = —28, la fonction d est supérieure & —28 au
voisinage du point (2, 1)

correction de 1’exercice 8
Chacune des fonctions suivantes est deux fois différentiables sur chaque ouvert considéré.
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1. Recherche des points critiques :

da
896 o 1[(Inz)? + 92 + o {2>< (lnx)} =0 { (Inz)? +y?+2(Inz) = 0
a z —
@(x,y) = 0 z[2y] =0 2y 0
z=0 ouy =0
N . ‘\\' ,-/A Yy N y=20 - y=0
impossible car >0 (1 1’)2 + 2(111 I‘) _ (hlIL') [IHIZ' + 2] =0

(Inz)? +y? +2(Inz) =0
y=0

(Inz) =0 ou Inz+2=0 ﬁ’{

“

Par conséquent, la fonction a posséde deux points critiques qui sont (1,0) et (e=2,0).
Nature des points critiques :

9%a 0 (0Oa 0 5 9 1 2

0%a 0 (0Oa 0 0%a 0 (0Oa 0

8x8y($’y) = oz <8y> ~ or (2zy) =2y TyQ(m,y) = (‘Ty ((93;) = @ (2zy) = 22
L r(L0)=2 s(1,0)=0  #(1,0)=2 (rt — s%)(1,0) =4 >0

r(e72,0) = —4e? r(e72,0)=0 t(e2,0)=2e"2 (rt—s%)(1,2)=-8<0

Par conséquent, le point (¢72,0) n’est pas un extrémum pour la fonction a et le point (1,0) est un minimum local
(r > 0) pour la fonction a. Puisque a(1,0) = 0, on en déduit que la fonction a est positive au voisinage du point (1,0).
En fait, puisque z est strictement positif, 'expression de a montre que cette fonction est positive sur R} x R tout

entier.

2. Recherche des points critiques :

ab
%(Ivy) =0 23vy2 = 0 x—OOQuy:
Y Y
b < >+ 0 <3 2%+ =
afy(x,y) = 0 R y?+1
& {xzo ou{y:
y:o Tr =

Par conséquent, la fonction b posséde un unique point critique qui est (1,0).
Nature des points critiques :

9%b 0 [ 0b 0
@(%ZJ) =9 <6a:) e (2zy) = 2y

AL A
0xdy DY = Be

ny_ o
oy) ox

2(y* +1) — 2y(2y)

2
Q-yu>2x
Y

(-

2 — 292

@(az )_2 oy _ 9 242
a2 Y " oy \ay) T oy y?+1 (y? +1)?

=  7(0,00=0 s(0,00=0 £(0,0)=2 (rt—=s2)(0,0)=0

Par conséquent, le point (0,0) n’est pas un extrémum de la fonction b.

3. Recherche des points critiques :

(y2 +1)?

Jdc
7(x7y) = 0 . L .
Ox 1[6_(3” +y )] + x| —2ze (@ +y7) = 0 e~ (@ +y?) [1 _ 2$2} -0
8 <:> @ 2 2
g(m’y) =0 —2zye~ @ +v0) = 0 2xye (@ +y) - 0
Y
1 1 1
1—222 = 0 2 == 2 == 2 ==
= " - 0 = 2 RN 2 ou 9
sz g z=0o0uy=0 x = 0 (impossible car 2 # 0 y=0
1 1 1 1
T = — ou — = xr = - €T — _
= 2 2 & 2 ou 2
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1 1
Par conséquent, la fonction a posséde deux points critiques qui sont <\/g , O) et <\/; , O) .

Nature des points critiques :

2

= —2pe " Y’ (3 - 2:E2)

2
¢ (x,y) = 9 (80) = 9 (—Qxye’($2+y2)) = —2ye~(@+V) 4 4oy (V) = _9y (e’m2’y2) (1—22?)

0x0y Ox \ Oy or
2
%(x,y) = aﬁ (SC) = 82 (72my67(x2+y2)) — —2$67(1’2+y2) +4$y26*(z2+y2) = 9 (67127?]2) (1 _ 2y2)
Y ) Y

1 1, 1 1 1 1
— = — —e /2 — = — = — — _1/2 _ g2 — = -1
r<\/g,0> 4\/;6 s<\/;,0> t(\/;70> 2\/;6 (rt s)<\/;,0> 4e ™t >0
1 1 1 1 1
Ze1/2 Y e = — /= = Ze—1/2 —s) [ =4/= = 4e !
4\/;6 T< \/Q,O) t( \/;,0> \/;e (rt s)( \/?,0) 4e >0
. . 1 . . 1 ..
On en déduit que le point \/g ,0 ] est un maximum local pour ¢ (r < 0) et que le point (—\/g , O) est un minimum

1 1 1 1
local pour ¢ (r > 0). Etant donné que ¢ <\/;, 0) = \/;61/2 (resp. ¢ (—\/;, 0) = —\/;61/2) on est assuré que

1 1 1
la fonction c¢ est inférieure (resp. supérieure) ou égale a \/ge_l/2 (resp. —\/ge_l/Q) au voisinage du point <\/g, 0)

(resp. (— %, O) ).

ﬂ
|
==
(@n)
N——
I
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