PHEC1 Correction feuille d’exercices 4 2005-2006

correction de I’exercice 1

: 11 s’agit d’une suite géométrique de raison —2 donc

ke NX, ap=(-2)"lay = T(-2)*|

1 1
: 1l s’agit d’une suite géométrique de raison 3 puisque b,, = §bn_1 donc

Vn € NX, b,,:(l) by = -

2 2n

: I1 s’agit d’une suite arithmétique de raison 3 puisque cp41 = ¢, + 3 donc

VpeEN, ¢, =3p+co=3p+10

: Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique.

Recherche de la constante L :

L 2
L:—+4<:>§L=4<:>L=%><4=6

3
On introduit alors la suite u définie par : Vn e N, wu, =d, —6 < d, = u, +6
On a alors : J e
Up+1 +1 6 3 + 6 3 3

1
La suite u est géométrique de raison 3 ce qui permet d’écrire

1 1 5
N = — dy, —6=—/(do — dy, =6— —
VneN, u g o © 6 3n( 0 —6) < 6 3"

: . . . . PN . 1 1
: 1l s’agit d’une suite arithmético-géométrique puisque e;41 = 17
Recherche de la constante L : L1 5 L 4 )
L=——--&-L=—-&L=—-x-=—=
4 4 4 4 4 3 3
On introduit alors la suite u définie par :
1 1 1
VieN, u=¢—(—3)=e+5eea=u—3.
ieN, wu=e —( 3) e; + 3 Fe=u—g
On a alors : .
1 e 1 1 Yi—3g 1 Uy
Uipl = €41 + 5 = — — —+ 5 = + ==

3 4 4 3 4 12 4

1
La suite u est géométrique de raison 1 ce qui permet d’écrire

. 1 1 1 1 1 1
Vi e N, uifﬂuoéeﬂrg—z(eoJrg)@ ei77§+4i><3

1
: 11 s’agit d’une suite arithmético-géométrique puisque fj 1 = < f; + 3
Recherche de la constante L : 2L, 1 1 1
L=—+-;&;L=-&L=1
3 139373

On introduit alors la suite u définie par :

Vi e N, szfj—lﬁszuj'—f-l.

On a alors : 5 ) 5 ) 5
ujJrl:fjJrl_l:5fj+§_1:§(uj+l)+§_1:§uj

2
La suite u est géométrique de raison 3 ce qui permet d’écrire
2\’ 2\’
VJGN, Uj—<3> U0<:>f]1—<3> (f071)<:> szl
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: Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2

Equation caractéristique : 222 + x — 1 = 0 dont les racines sont = =

—-1++v9 1
J c’est-a-dire z € ¢ —1, - ;.
4 2

Par conséquent, il existe deux réels a et S tels que

VneN, h,=a(-1)"+p (;)"

Détermination de « et 3 :

L, — Ly — 2L,

Ainsi, la suite h est définie par :

4 /1\"
Vn €N, hn—(l)"+<> .

: 11 s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2

2

Equation caractéristique : 22 = z+1 < 22—2—1 = 0 dont les racines sont z =

5
c’est-a-dire z € {

1—-v5 1+5
2 72 '
Par conséquent, il existe deux réels a et 3 tels que

Vm € N, zma<1_‘/5> +6<1+\/5)

2 2

Détermination de o et 3 :

0
1—-+5 1 5
a( 2\[)0+B< +2\[> =l a+B8=1
- 1 VB 1 = 1_\/504—1—1_'_\/55:2
e} 5 +8 9 =h 2 2

LG 1-VE) 14VE L1H<1+¢5>L1L2
2 2 2 2
L VE 1=VB) 1=Vl (VB
2 2 2 2
_ -3++5
VBa— 3HV5 a=2tV0
- 2 - 25
\/56*3+\/5 673+\/5
2 245

Ainsi, la suite [ est définie par :

345 (1-v5\  3+V5 (1+v5)
VYmeN, I, = NG ( 2>+2\/5< 5 )

correction de I’exercice 2
1. Si w, = an + b pour tout entier n et w satisfait a la relation de récurrence w,y; = 2w, + b, on a :

VneN, an+1l)+b=2(an+b)+n<an+a+b=2a+1)n+2b

En utilisant le principe d’identification, on obtient :
a=2a+1 a=-—1
{ a+b=2b ‘:’{ b=—1
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Par conséquent, la suite w est définie par

’VnEN, wn:fnfl‘

2. Pour tout entier n, on a

Zntl = Upp1+ M+ +1=up1+n+2=2u,+n)+n+2
= 2up,+2n+2=2u,+n+1) =2z,

’ On a ainsi montré que : Vn € N, z,,41 = 2z,

3. La suite z est géométrique de raison 2 et en remarquant que z, = u, +n + 1, on peut écrire

Vn € N, z,=2"208u,+n+1=2"(ug+0+1)
S u,+n+1=2"& un:2"—n—1‘

correction de I’exercice 3
1. Un calcul direct montre que pour tout entier k£, on a

241 = g1+ By = Bar + By) + (2ax +48;) = Sar + 56, = 5(auw + B,) = 5z
the1 = 200 — By =23 + By) — 2oy +4Py,) = 4oy, — 26;, = 2204, — By) = 2ty

’la suite z est géométrique de raison 5 et la suite ¢t est géométrique de raison 2 ‘

2. On en déduit que pour tout entier k, on a

zr = 5k 3a, + B, = 5% (3a + By) o [ Bak+ B, =5x 5k
t, = 2Ftg 20 — B = 28200 — By) 20, — B, =5 x 2k

L1<—L1+L2 PN ak:5k+2k
Ly « 3Ly — 2L, B =2 x 5k -3 x 2F

Sap =5 X 5% + 5 x 2k
—5B, = 15 x 28 — 10 x 5F

correction de 1’exercice 4
1. Un calcul direct montre que pour tout entier p, on a

CUppr 2up+5P 2w, 12 1 2 1
T ET T x5 B 5 5P TET|MWHTEW TR
2. La suite « est arithmético-géométrique.
Recherche de la constante L :
2 1 3 1 1 5 1
L=-L+--L=-L=-x-=-
5 5 5 5 5 3 3
On introduit alors la suite v définie par :
1 1
Vp € N, Up=0p— 5 S0y vp+§,

ce qui nous donne
1 2 1 1

2
Uptt = Gt =3 = gt p 5= s gp =gl g) - g5 = v

2
La suite v est donc géométrique de raison 5 On en déduit que

2\" 1 2\" 1 1 2\” 1
Vp €N, ”p:(5> v()@ap—3:(5> (a()—g)@ Oép:3+<5) (Oéo—g)

On obtient ainsi I’expression de u, en fonction de p

Up 12\ (u 1 1 2\” 1
oo o (2 (R )eu, = x5 5P x (= -
5P 3+<5) <50 3) T =gt 5) \"73

1 1
& up:3><5p+2p<u0—3)
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correction de I’exercice 5
1. Un calcul direct nous donne

Yn €N, pni1 =Unt1 + Vnt1 = 2un — vp) + (uy + 4vy,) = 3wy, + 3v, = 3(un +v,) = 3pn

’ la suite p est géométrique de raison 3 ‘

On en déduit immeédiatement que
VneN, p,=3"py=3"(up+v)=3"2-1)=3"=

2. Toujours en effectuant un calcul direct, on obtient

Upt1 = Up + 40, = (un + Un) + 3vp = pp + v, = 3" + 3v, = Upt1 = Uy, + 3" ‘

3. Un calcul direct nous fournit les égalités suivantes

_ Upg1 30p +3" vy 1 1
Tl T 31T Tgagn 3 3 mt3

Vn € N,

La suite z est arithmétique de raison 3

ce qui implique que

1 n Vo n n
VneN, m=gxn+n=g+(z)=z-1-|m=3-1
4. En utilisant la question précédente ainsi que ’égalité z,, = g—z, on en déduit
Un n n —
neN, 2=Z-lewv,=1x3 3" e[v,=n3"1 -3

D’autre part, les égalités p, = u, + v, et p, = 3™ (qui résulte de la question 1) nous permettent d’écrire

un+vn:3"<:)un+n><3"_1—3"=3"<:)’un:2><3"—n><3"_1‘

correction de ’exercice 6
1. On procede par récurrence en posant (P,,) : u, € Ry.
Initialisation n = 0 : d’aprés I’énoncé, on a ug =1 € Ry donc (Py) est vraie.

Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,+1), ¢’est-a-dire supposons que u,, > 0 et montrons que u,4+1 = 0.
>0
—
3u, +1
2u, +4
——

Puisque 'on a w11 = (comme somme de réels positifs), on en déduit que u,41 est également positif (quotient

>0
de deux positifs), ce qui démontre (P, 11) et achéve la récurrence.

2. Un calcul direct nous donne

Sup +1 -1 (6un + 2) — (2un + 4)
2Up41 — 1 _ 2u, + 4

¢ o _ Qu,, + 4 _ Au, —2 2un+4_2(un—1)_gt
n+l — Un+1 +1 o 3un +1 1 o (Sun +1)—|—(2un—|—4) o 2un—|—4 5’U,n +5 - 5(un +1) - 5 n
2u, +4 2u, +4

ce qui montre que la suite ¢ est bien géométrique de raison 5

3. Il est alors immédiat que
2\" 2u, — 1 2\" [ 2ug —1 2u, —1 1 /2\"
A% € N th, =1 = tg & = | = RN -
" ’ (5) 0 11 (5) <u0—|—1) U + 1 2(5)

1(2>7l+1
2\" 1/2\"7 1/2\" 2\5
Qn*]-: - n 1 n2*7 - =3\ F 1 n = T . Ja\n
& 2u <5)(u+)<ﬁ>u[ 2()] 2<>+<:>u 212
2\ 5

2 2\" 1
Puisque E €] — 1,1], la suite [(5> ] tend vers 0 et la suite u tend vers 3

www.mathematiques.fr.st 4 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1 Correction feuille d’exercices 4 2005-2006

correction de I’exercice 7
1. On proceéde par récurrence en posant (P,,) : u, > 0.
Initialisation n = 0 : d’aprés ’énoncé, on a uy > 0 donc (Pp) est vraie.
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,+1), ¢’est-a-dire supposons que u,, > 0 et montrons que t, 1 > 0.
Puisque la racine carré d’un réel strictement positif est strictement positive, il est immédiat que u,+1 = e\/u, > 0, ce
——

>0
qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence.

1 1
2. tpy1 =Inuye =In(ey/u,) =lne + ln(u}/2) =1+ 3 Inu, =1+ §tn.

3. Recherche de la constante L : I )

On introduit alors la suite v définie par : Vn €N, v, =t, -2 < t, = v, + 2
On a alors :
D S I PR S R R )
Un4+1 = ln+1 - 271 —2 n - 2

1
La suite v est géométrique de raison 5 cequi permet d’écrire

1\" 1\" 1\" 1\"
Vn € N, ’Un=<2> vo(:)tn—2:<2> (t0—6)<:)tn:2+(2> (lnu0—2)©un:exp{2+(2> (lnuO—Q)}

1 1\"
Puisque 3 €] — 1, 1], la suite [(2> ] tend vers 0 donc la suite u tend vers exp(2) = €.

correction de ’exercice 8
1. On proceéde par récurrence en posant (Py,) : u, > 0 et up41 >0
Initialisation n = 0 : d’aprés 1’énoncé, on a ug > 0 et u; > 0 donc (Py) est vraie.
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (Py,11), c’est-a-dire supposons que (u, > 0 et u,+1 > 0) et montrons
que (tp1+1 > 0 et uppo > 0).
Pour commencer, d’aprés I'hypothése (P,,), on sait que u,1 > 0. Ensuite, puisque , y2 = \/UnU, 11 est la racine d’'un
produit de deux réels strictement positif, il est immédiat que w2 > 0, ce qui démontre (P,,41) et achéve la récurrence.

1 1 1 1 1
2. Wpy2 =Inuye =1In VUnUn41 = 1n(unun+1)1/2 = ) ln(unun—i-l) = ) Inu, + ) Inu,4 = §w7z + iwn—&-b
1 1/2++/9/4 1/2+3/2
3. Equation caractéristique : 22 = ix + 3 & - §x -5 = 0 dont les racines sont x = / 5 / = / 5 /
1
c’est-a-dire x € {—2, 1.
Par conséquent, il existe deux réels a et 3 tels que
n —1\" —1\"
vneN, wn,=a(l)"+p 5 =a+p o5
Détermination de a et 5 :
0
0[+6 _1 = wo +B_ 3 . +2 _U}()+2U}1
2 a = Wo Q=W+ 2W1 | [« [, +2L a=—a
0! < a—lﬁzw < —§ﬁ:w —w Ly—Ly—Li © 2
a+ﬂ<2) = w 2 ! 2 P B =—3(wi—w)

Ainsi, la suite w est définie par :

wo + 2wy 2 1\"
VneN, w,= 0 20w (-2 .
neN, w 3 3(w1 wo)( 2)

1 1\"
Puisque ) €] —1,1], la suite (2) tend vers 0 donc la suite w tend vers

wo + 2wy Inwug+2Inu;  In(ugu?) ' {(uou%)l/?’]

3 3 3

4. Etant donné que Vn € N,  u,, = expwy, la suite u converge vers exp In [(uou3)'/3] = (ugu?)'/3.
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