PHEC1 Correction feuille d’exercices n°7 2005-2006

correction de ’exercice 1
1. On considére les événements A : " on obtient le 1 " et B " on obtient le 21 ". 11 s’agit donc de calculer la probabilité
de 'événement A U B.
2\ (19
() (5)

W), QD)

p(AUB) = p(A)+p(B) —p(ANB) = =+ ~ 5" — 51
(5) (5) (5)
20 x 19 x 18 x 17 20 % 19 x 18 x 17 19 x 18 x 17
1% . 1% . Lx ———— 9
X I9X IS X 17x 16 " WX 19X I8 x17x 16 20x 19X I8 x 17X 16 _ 16
5! 5! 5!

Justification des calculs de probabilités : Ftant donné que l’on pioche sans remise, on utilise les combinatoires.
Pour les cas possibles, on choisit 5 cartes parmi 21 donc on a (251) possibilités
p(A) : Pour les cas favorables, on doit choisir l'atout numéro 1 parmi le seul atout 1 !! ((}) choiz) et les 4 autres

atouts sont quelconques parmi les 20 restants ((240) choiz, en particulier, on peut obtenir le 21).
p(B) : méme argumentaire

p(AN B) : Pour les cas favorables, on doit choisir deux numéros 1 et 21 parmi les numéros 1 et 21 ((2) choiz possibles)

et les 3 autres atouts sont quelconques parmi les 19 restants ((139) choiz)

2. On considére I’événement D : " obtenir au moins un multiple de cinq ". Son événement contraire est D " obtenir aucun
multiple de cing ". Il y a 4 numéros multiples de cinq parmi les 21 possibles (5,10,15,20) et pour les cas favorables
concernant D, on choisit 5 numéros parmi les 21 — 4 = 17 non multiples de cinqg, ce qui nous fait (157) choix possibles

17 %16 x 15 x 14 x 13

E—(157)— 5l 52 DV =1 (B - 19
P )—(251)—21><20x19><18><17—171:>p( )=1-p(D) =17
51

3. On introduit les deux événements E " obtenir exactement un multiple de cing " et F " obtenir exactement un multiple
de 3 ". 1l s’agit donc de calculer la probabilité p(E U F))

SEUR) — o)) o~ DD O OO+ O

G () (5)

17 x 16 x 15 x 14 14 x 13 x 12 x 11 11 x10x 9 11 x10x9x8
4 x 1 7 X 1 3><6><T+1><T
= 21><20><19><18><17+21><2()><19><18><17— 21 x 20 x 19 x 18 x 17
5! 5! 51
4409
6783

Justification des calculs de probabilités : Je ne traiterais que des cas favorables.

E : On choisit un multiple de cing parmi les 4 possibles ((11*) choiz possibles) et les quatre autres numéros sont choisis
parmi les 21 — 4 = 17 numéros non multiples de cing ((147) choiz)

F : On choisit un multiple de cing parmi les 7 possibles (G) choix possibles, 3,0,9,12,15,18,21) et les quatre autres
numéros sont choisis parmi les 21 — 7 = 14 numéros non multiples de trois ((144) choix)

ENF : Soit on choisit un multiple de cing qui ne soit pas un multiple de trois ((“{’) choiz possibles, 5, 10, 20),
ainsi qu’un multiple de trois qui me soit pas un multiple de cing ((?) choiz, 8, 6, 9, 12, 18, 21) et les trois autres
numéros sont choisis parmi les 21 — 10 = 11 numéros non multiples de cing ou de trois ((131) choixz parmi les numéros
1,2,4,7,8,11,13,14,16,17,19);

Soit on choisit un numéro multiple & la fois de trois et cing (en loccurence le 15, G) choiz possible), ce choix nous
donnant tout a la fois le multiple de 3 et le multiple de 5, et les quatre autres numéros sont choisis parme les 21—10 = 11
numéros non multiples de cing ou de trois ((141) choiz)

correction de I’exercice 2
e Sans remise : On pioche sans remise, donc on ne peut avoir deux cartes absolument identiques ("physiquement
identique") et l'ordre n’intervient pas, donc on utilise les combinatoires. On considére Pévénement A : " obtenir 2
tréfles et 2 coeurs ". Sa probabilité vaut alors

8\ (8 (16 8><7><8><7><16
P(A)—<2)(2)(1)— 2x1 " 2x1 _ 96
o (352) T 32x31x30x%x29x%x28 "~ 899

hx4x3x2x1
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Justification des calculs de probabilités : Pour les cas favorables, on choisit 2 tréfles parmi les 8 tréfles disponibles
((g) choiz), on choisit 2 coeurs parmi les 8 coeurs disponibles ((g) choiz) et on choisit 1 carte non tréfle et coeur parmi
les 16 cartes non tréfle et coeur ((116) choix). Pour les cas possibles, on choisit 5 cartes parmi les 82 disponibles ((352)
choiz)

La On choi successivement 5 cartes d’un jeu de 32 cartes.

e Avec remise : On pioche avec remise donc l'ordre intervient nécessairement (du fait que 'on peut obtenir deux cartes
absolument identiques). On introduit alors les événements
A : " obtenir 2 trefles et 2 coeurs ", T), : "obtenir un tréfle a la k-iéme pioche", C : "obtenir un coeur a k-iéme pioche"
La description de 1’événement A a laide des différents événements (Ty)k, (Ck)k, (Dg)xr nous permet de calculer sa
probabilité. Pour ne pas trop alourdir la notation, on convient de noter T} sous la forme T, en tenant compte que si
T apparait en troisiéme position, cela signifie qu’il s’agit de T3. Par exemple, TTCCD signifie T1 NTo NC3 N Cy N D5.

p(4) = p(TTCCUTCTCUTCCTUCTTCUCTCTUJUCCTT) (union disjointe)
= p(ITTCC)+p(TCTC)+p(TCCT) +p(CTTC) +p(CTCT) +p(CCTT)

8x8x8x8 . 8x8x8x8 . (1\'_ 3
32 x 32 x 32 x 32 32x32%x32%x32 4) 128
6 fois

Justification des calculs de probabilités : On ne traite que le cas de p(TTCC) (les autres étant en toul point
semblable).

Pour les cas favorables, pour la premiére carte, on choisit 1 tréfle parmi les 8 tréfles disponibles (8 choix), pour la
seconde carte, on choisit 1 tréfle parmi les 8 tréfles disponibles (8 choix), pour la troisiéme carte, on choisit 1 coeur
parmi les 8 coeurs disponibles (8 choix), pour la quatriéme carte, on choisit 1 coeur parmi les 8 coeurs disponibles (
8 choiz)

Remarque : Avant d’expliciter toutes les configurations, on peut les compter & priori (i.e. sans compter le nombre
de configurer sans les écrire toutes). Pour cela, on constate que 1'on dispose de 4 pioches, on doit choisir 2 pioches
parmi les 4 disponibles ((3) = 6 choix possibles), dans ces deux pioches seront placés les 2 trefles, et dans les deux
pioches restantes (sur lesquels on n’a plus de choix), les deux coeurs seront placés. Ce dénombrement a priori est fort
utile pour savoir si I’on a oublié des configurations ou si l'on a introduit trop de configurations (soit des configurations
apparaissant plusieurs fois, soit des configurations fausses)

correction de 1’exercice 3
1. Pour les cas possibles, on a 20 possibilités pour chaque lancer donc on a 207 possibilités pour les 7 lancers.
Pour les cas favorables, on a 20 possibilité le premier lancer, 19 pour le second (on ne peut obtenir le numéro déja
obtenu, 18 pour le troisiéme (on ne peut obtenir I'un des deux numeéros précédents), ..., 14 pour le septiéme lancer.
Par conséquent, la probabilité recherchée est

20X 19x 18 x 17 x 16 x 15 x 14 61047
o 207 ~ 200000

p

2. On introduit les événements (A;);c(1 20} et A définis respectivement par

e A, : " obtenir uniquement le numéro i durant les 7 lancers " et
e A : " obtenir le méme numéro durant les 7 lancers "
20
Il est immédiat que A = U A;. L’union précédente étant disjointe, on en déduit que
i=1
20 20
17 1 1 1
A) = A)=Y == = x20=— = ——
p(A) ;p( i) ; 207 ~ 207 206 ~ 64000000

correction de 1’exercice 4
Les pioches étant sans remise et disposant de 5 pioches, le nombre de cas possibles est (352).

1. (a) Pour les cas favorables, on choisit 2 dix parmi les 4 possibles ((3) choix possibles) ainsi que 3 cartes parmi les
32 — 4 = 28 cartes qui ne sont pas des dix ((238) choix) donc la probabilité recherchée est égale a

4x3 28 %x27x26

)G - o X _ 351
(?) ~ BIx3Ix30x20x38 ~ 359

5!
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(b) Pour les cas favorables, on choisit 3 rois parmi les 4 possibles ((g) choix possibles) ainsi que 2 cartes parmi les
32 — 4 = 28 cartes qui ne sont pas des rois ((228) choix) donc la probabilité recherchée est égale a

s o8 4:><28><27

3/\2) _ \WJ\2) _ ! _

GG - O6) _ 2! _

(352) (352) 32 x 31 x 30 x 29 x 28 3596
5!

(¢) Pour les cas favorables, on choisit 3 dames parmi les 4 dames possibles ((g) choix possibles) ainsi que 2 sept parmi
les 4 sept possibles ((3) choix) donc la probabilité recherchée est égale a

4y (4 4y (4 4 x 43
() () _ () () _ 2! __3
(32) (32) 32x31x30x29x28 ~ 25172
5 5
5!
2. (a) Pour tout entier ¢ € {0,1,2}, on introduit I’événement A4; : " la main contient exactement 7 dix ". On pose
également A : " la main contient au plus deux dix " Il est immédiat que A = Ay U A; U Ay et, I'égalité étant

disjointe, on en déduit que

=Sy - SO GE), O, OF) _ non

i=0 i=0 (352) (352) (352) 7192

Justification des calculs de probabilités :
p(4;) : Pour les cas possibles, on choisit i cartes dixz parmi les 4 disponibles ((f) choix possibles) et, pour les 5—1i
autres cartes, on les choisit parmi les 32 — 4 = 28 cartes non diz.

(b) On introduit I’événement B " la main contient au plus trois rois ". Son événement contraire est B " la main

contient exactement 4 rois " (elle ne peut en contenir plus de 4 et elle doit en contenir au moins 4). Il est alors
immeédiat que

4\ (28

(o) () _ 7191

4\ (28
p(B):lfp(E)zli(ZL)(l):l* (352) 7@

Justification des calculs de probabilités :
p(B) : Pour les cas favorables, on choisit 4 rois parmi les 4 possibles ((3) choiz possibles) et 1 carte parmi les

32 — 4 = 28 cartes non roi ((218) choiz possibles).

3. (a) Remarquons pour commencer qu’obtenir exactement une paire de dix signifie que Pon a 2 ou 3 dix (en effet, 3 dix
ne forment qu’une paire).
On introduit les événements suivants

e A " la main contient exactement une paire ",

e A, :" la main contient exactement deux cartes de méme type et 3 cartes de 3 types différents et différents du
premier type "

e Aj :" la main contient exactement trois cartes de méme type et 2 cartes de 2 types différents et différents du
premier type "

Par exemple, la main "2 dames, 1 dix, 1 valet, 1 roi" est une réalisation de As et la main "3 dames, 1 dix, 1 valet
" est une réalisation de Az. Par contre, la main "2 dames, 2 dix, 1 roi" n’est une réalisation ni de As, ni de As.
L’événement A est 'union disjointe des événements Ay et Az donc

s =t )t it - DDODOD , DAGDG) o2

Justification des calculs de probabilités :
p(As) : Pour les cas favorables, on choisit un type de carte parmi les huit possibles ((f) choiz possibles), on

choisit deuz cartes parmi les 4 du type choisi ((3) choiz possibles), ensuite on choisit 3 types de cartes parmi les
7 restants, et on choisit une carte parmai les 4 possibles dans chaque type ((411) choiz possibles dans les trois cas).
Par conséquent, on a (f) (;1) (;) (411) (‘11) (‘11) choix possibles pour les cas favorables.

Par exemple, si l’on souhaite obtenir comme main "2 dames, 1 dixz, 1 valet, 1 roi”, on choisit le type " dame ",
on prend 2 cartes dans ce type, ensuite on choisit les types " dixz ", " valet ", " roi ", et on prend une carte dans
chacun de ces trois types.

p(As) : Pour les cas favorables, on choisit un type de carte parmi les huit possibles ((51;) choiz possibles), on

www.mathematiques.fr.st 3 /@ abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1

Correction feuille d’exercices n°7 2005-2006

choisit trois cartes parmi les 4 du type choisi ( (g) choiz possibles), ensuite on choisit 2 types de cartes parmi les
7 restants, et on choisit une carte parmi les 4 possibles dans chaque type ((‘1;) choizx possibles dans les deux cas).
Par conséquent, on a (f) (g) (;) (411) (‘11) choix possibles pour les cas favorables.

Par exemple, si l’on souhaite obtenir comme main "8 dames, 1 diz, 1 roi”, on choisit le type " dame ", on prend
8 cartes dans ce type, ensuite on choisit les types " dix ", " roi ", et on prend une carte dans chacun de ces deux
types.

Pour obtenir au plus un pique, soit on obtient 0 pique, soit on en obtient un. On introduit naturellement les
événements

n

e A" la main contient au plus un pique "

n

e A; " la main contient exactement ¢ piques ", i =0 ou 1

L’événement A est 'union disjointe des événements Ay et A; donc

() (3) _ 2277

(352) 3596

8) (24
p(A) =p(Ag U Ay) = p(Ag) + p(Ar) = (0)3(25) i

(5)

Justification des calculs de probabilités :

p(A;) : Pour les cas favorables, on choisit i cartes parmi les 8 piques ((?) choiz possibles) et les 5 — i autres sont

24
5—1

On pourrait introduire deux ensembles C " la main contient exactement un as " et D " la main contient exactement
deux piques " et calculer la probabilité p(C' N D). La seule formule & notre disposition est la formule du crible
(n =2 1!!) qui rameéne le probléme au calcul de la probabilité de C' U D, ce qui nous avance gueére. Il est plus
judicieux d’écrire notre événement comme 'union de plusieurs événements disjoints dont la probabilité de chacun
sera aisément calculable.

Il existe le cas litigieux ou ’on obtient I’as de pique. On introduit par conséquent les événements suivants

choisies parmi les 32 — 8 = 24 cartes qui ne sont pas des pique (( ) choiz possibles)

e A : " la main contient un as et deux piques exactement "

e B : " la main contient un as non pique et deux piques exactement "

e C : " la main contient deux piques dont I’as de pique et trois cartes qui ne sont ni des as, ni des piques "

Remarquez que le fait d’avoir 2 piques dont I’as de pique permet d’avoir simultanément 2 piques et 1 as en 2
cartes !!!

Il est immédiat que A est I'union disjointe de B et C' donc

7 /21 1\ (7 (21
p(A) =p(BUC) =p(B) +p(C) = DEG), (1)%52)(3) B 510952

Justification des calculs de probabilités :

p(B) : Pour les cas favorables, on choisit un as parmi les 8 as non pique ((‘;’) choix possibles), puis on choisit 2
cartes piques parmi les 7 piques qui ne sont pas des as ((;) choiz possibles) et enfin, on choisit 2 cartes parmi les
32— (84+4—1) =21 cartes non as et non piques (I’as de pique compte 2 fois) ((221) choix possibles). On dispose
donc de (i’) (;) (221) cas favorables

p(C) : Pour les cas favorables, on choisit un as parmi l'as de pique ((1) choix possible), puis on choisit 1 carte
pique parmi les 7 piques qui ne sont pas des as ((I) choiz possibles) et enfin, on choisit 8 cartes parmi les
32— (844 —1) =21 cartes non as et non piques (l’as de pique compte 2 fois) ((231) choiz possibles). On dispose

donc de (i) (I) (231) cas favorables.

4. Pour qu’une main ne contiennent aucune paire, il faut et il suffit que les cinq cartes piochées appartiennent & 5
types distinctes. Par conséquent, pour les cas favorables, on choisit 5 types de cartes parmi les 8 possibles ((2) choix

possibles), dans chaque type, on choisit une carte parmi les 4 possibles ((11) choix possibles pour chacun des cing types)
et la probabilité recherchée est égale a

EOEOAHG) _ 256

(352) 899

correction de ’exercice 5
1. L’union n’étant pas disjointe (par exemple, 1’événement A; N As se réalise lorsque 'on n’obtient que des 4), on doit
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utiliser la formule du crible de Poincarré

P(A1) + P(As) + P(A3) + P(Ag) — P(A1 N As) — P(Ay N As) — P(A; N Ay)
—P(Ay N As) — P(Ay N Ay) — P(A3 0 Ag) + P(A; N Az 0 A) + P(A; N Ay N Ay)

000000
)0
RUSORC)

Justification des calculs de probabilités :
Pour les cas possibles, on a 4 possibilités pour chaque lancer, donc on a 4 X 4 X --- x 4 = 4™ possibilités lors des n
—_—

n fois

P(AJUAUA3UAy) =

lancers.
P(A;) : Pour les cas favorables, on doit choisir, a chaque lancer, n’importe quel des 4 numéros sauf le numéro i, donc

on a3 x3x---x3=3" possibilités
—_—

n fois
P(A;NAj),i<j : Pourles cas favorables, on doit choisir, & chaque lancer, n’importe quel des 4 numéros sauf les

numéros i et j, donc on a 2 X 2 X -+ x 2 = 2" possibilités
—_——

n fois
P(A;NA;NAL), i <j <k : Pourles cas favorables, on doit choisir, & chaque lancer, n’importe quel des 4 numéros

sauf les numéros v, j et k, donc on a1 x1x---x1=1" =1 possibilités
|

n fois

P(A1NAsNAsN Ay) : Uévénement Ay N As N As N Ay est impossible car, & chaque lancer, on ne peut obtenir les

numéros 1,2,3,4 !!!
2. L’événement A; U Ay U A3 U Ay se réalise si et seulement 'un (au moins) des quatre numéros n’apparait pas au cours
des n lancers donc son événement contraire est " les quatres numéros sont apparus au moins une fois au cours des n

lancers ". Cela nous permet d’écrire
n\" 2\" 3\" n\" 2\" 3\"
pn=P(A1 UAs UA3 U Ay) = 1-P(A1UAUA3UA,) = 1— [4 (4) -6 (4) +4 (4) } =1-4 <4> +6 <4) —4 (4)

12 3
3. Il est immédiat que 11111 prn = 1 (car les trois réels 1 et 1 appartiennent a | — 1, 1[). Par conséquent, la probabilité
n—-1+0oo

d’obtenir les quatre numéros durant les n lancers se rapproche de plus en plus de 1 lorsque le nombre de tirages croit

indéfiniment.

correction de ’exercice 6
Dans cette expérience, 'ordre joue un rodle majeur, ce qui nous améne & expliciter les différents événements a l’aide

d’événements élémentaires.

On introduit les événements By : "obtenir le premier as a la k-iéme pioche ", B " ne pas obtenir I’as en 5 pioches"
C} : "obtenir le second as a la k-iéme pioche", C : " ne pas obtenir le second as en 5 pioches"

Ay : "obtenir un as a la k-iéme pioche", Ni : "obtenir n’importe quelle carte & la k-iéme pioche"

Pour ne pas trop alourdir la notation, on convient de noter Ay sous la forme A (resp. Ny sous la forme N) en tenant compte

que si A apparait en troisiéme position, cela signifie qu’il s’agit de As. Par exemple, AAAAA signifie Ay N Ay N AzN AN As.

4x32x32x32x32

1
L (@) p(B1) = PANNNN) = oo o 3y %32 %32 ~ 8
7

(0) plBz) = pAANNN) = 3228>:< 342233221332213322 B
(©) p(Bs) = p(AAANN) = 3228><X3228><X ;2X><3322>;3322 - g
(@ pB) = pAAAAN) = 3228;< 3228;< :')228><X 34223322 - Z?i
(©) p(h) = p(AALAA) = 3228;< z)>228>:< 3228><X3228>:< 342 N ;
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_28><28><28><28><28_775
T32x32x32x32x32 8

(f) p(B) = p(AAAAA)

Remarque : on a bien

> 7+ 1 ([71F) P 1
2 (B +p(B) = (Zw> tE g (Z 5 )t
k=1 k=0 k=0 1-=
8
N® 7
() +%
2. (a) p(C1) =p(0) =0
(obtenir le second as au premier lancer, seul Copperfield est autorisé pour le faire :-))
4x4x32x32x32 1
=p(AANNN) = = —
(b) p(C2) = ) i mxmxmxn
(c) p(C3) = p(AAANN U AAANN) = p(AAANN) + p(AAANN)
union 1sjointe
4 x28x4x32x32 n 28 x4x4x32x32 o 7
C32x32x32x32x32  32x32x32x32x32 8
(d) p(Cy) = p(AAAAN UAAAAN UAAAAN) = p(AAAAN) +p(AAAAN) + p(AAAAN)
union 1sjointe
4 x28 x 28 x4 x 32 28 X 4 x 28 x 4 x 32 28 x 28 x 4 x 4 x 32 72

:32><32><32><32><32+32><32><32><32><32+32><32><32><32><32: ><8Tl

(¢) p(Cs) = p(AAAAA UAAAAA UAAAAA U AAAAA)
—  p(AAAAA) + p(AAAAA) + p(AAAAA) + p(AAAAA)

union disjointe

B 4><28><28><28><4+ 28><4><28><28><4+ 28><28><4><28><4+ 28 X 28 x 28 x4 x4 ><7—3
C32x32x32x32x32  32x32x32x32x32  32x32x32x32x32 32x32x32x32x32 85
(f) p(C) = p(AAAAAUAAAAAUZAAAAUMAMUAAAAZUAAAAA)

0 as 1 as

= p(AAAAA) + p(AAAAR) + p(AAAAR) + p(AAAAA) + p(AAAAA) + p(AAAAA)
union 1sjointe

_28><28><28><28><28+ 4 x 28 x 28 x 28 x 28 n 28 X 4 x 28 x 28 x 28
T32x32x32x32x32  32x32x32x32x32  32x32x32x32x32

28><28><4><28><28+28><28><28><4><28+28><28><28><28><4_75+5X74
32x32x32x32x32  32x32x32x32x32 32x32x32x32x32 8 85
Remarque : on a bien
5
1 7 72 ™7 74
Zp(Ck)+p(C)=§+2><§+3x8—4+4x8—5+8f5+5><8—5:1
k=1
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