PHEC1

Correction feuille d’exercices n°18 bis 2005-2006

correction de I’exercice 1

1. (a)

(b)

Le calcul ci-dessous montre f’ est posifive sur [0, 1] donc la fonction f est croissante sur [0, 1].

e’(z+10) —e®  e"(x+9)
(x+10)2 (v +10)%

flz) =

Un calcul direct nous donne

(e®(z+9)) (z+10)2 — (e*(z + 9))2(z + 10)  (e®(z +9))'(z + 10) — 2e*(z + 9)

1" _ =
fiw) = (z + 10)* (z + 10)3

(" H49) +e”)(x+10) — 2" (x +9) o (x4+94+1)(xz+10) —2(z+9)

B (z +10)3 N (z +10)3

o La®+ 18482

B (z +10)3
La fonction f” est donc positive sur [0, 1], ce qui implique que la fonction f’ est croissante sur [0, 1] donc

9 10
Vo e [0,1], £10) < fi@) < f/(1) & 0.09 = — < f'(z) < o < 0.225
100 121

On considére la fonction ¢ deéfinie par g(x) = f(z) — x. Cette fonction est dérivable sur [0,1] et, d’apres

Pencadrement de la question 1.b), on a
Vo e[0,1], ¢'(z)=f'(z)—1<0

ce qui implique que la fonction g est strictement décroissante sur [0, 1]. Par conséquent, la fonction g est continue
(car dérivable) sur [0, 1] et strictement décroissante sur [0, 1] donc elle réalise une bijection de [0, 1] sur g([0,1]) =

[9(1),9(0)]. Puisque

1
9(0) = f(0) —0= f(0) = 1 >0 et g(l):f(l)—l:%—1:—0.75i10_2 <0,
on en déduit que 0 € ¢([0,1]) donc équation g(x) = 0 & f(x) = 2 admet une et une seule solution sur [0, 1]
(existence et unicité de Pantécédent de 0 par g sur [0, 1])

o e (0,1, g(e)>9(1) & fl@) -z > f(1)—1=5 1

La fonction g est strictement décroissante sur [0, 1] donc sur [0, @], ce qui implique que

Vre[0,a], g(x)=2g(le)=0< f(z)—z>0

11 s’agit de montrer que 'intervalle [0, ] est stable par f. Puisque f est croissante sur [0, 1] donc sur [0, a], on en
déduit que

F0.0]) = [0 5@ = | 0] € e

Procédons maintenant par récurrence en posant (P,) : u, € [0, a].
Initialisation n =0 : ug =0 € [0, ] donc (Pp) est vraie.
Hérédité : Supposons que (P,,) soit vraie et montrons que (P,11) est vraie, c’est-a-dire supposons que u,, € [0, a]
et montrons que u,41 € [0, . Puisque u,, € [0,a], unt1 = f(un) € f([0,a]) C [0,a] donc u,41 € [0,a], ce qui
démontre (P,41) et achéve la récurrence.
D’aprés la question 1.d) Vo € [0,«], f(z) — 2 > 0 et d’apres la question 2.a) u, € [0, ], donc on peut poser
Z = Uy, ce qui montre que

f(un) —Up 208 Upp1 — Up S Upt1 2 Uy

Par conséquent, la suite (u,), .y est croissante.

La suite u est croissante et majorée par 1 donc elle converge. On note L la limite, cette limite appartient a [0, 1].
En passant a la limite dans I'égalité u,4+1 = f(uy,) (la fonction f étant continue sur [0, 1]), on obtient L = f(L).
La question 1.c) montre que cette équation n’admet que o pour solution sur [0,1] donc L = a.

La question 1.b) montre que Vz € [0,1], |f/(z)| < 0.025, ce qui permet d’appliquer I'inégalité des accroissements
finis (la fonction f étant C! sur [0, 1] comme quotient de fonctions C! sur [0, 1] dont le dénominateur ne s’annule
pas sur [0, 1]) donc

Va,y € [0,1], |f(z) — f(y)] < 0.225|z — y|

Puisque u,, € [0,1] (question 2.a)), o € [0,1] (question 1.c)), unpt1 = f(un) et que f(a) = o (par définition de
a),on en déduit que |up+1 — af < 0.225|uy, — af .
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(e) L’inégalité précédente montre, par une récurrence donnée en fin de question, que
VneN, |up, —al <(0.225)" |up — | = (0.225)" |0 — | = (0.225)"ax < (0.225)"

En suite, il suffit de choisir n tel que

—3In10

T ~4.63+1072 >
1n0.225 03£107" < n >3

(0.225)" < 107% < n1n(0.225) < —3In10 & n >
donc |us — a| < (0.225)° < 107°.
Preuve : On pose (Pp) : |up — a] < (0.225)" |ug —
Initialisation : (Py) est vraie car (0.225)" |ug — a| = |up — a| = |up — @
Héreédité : Supposons que (P,,) soit vraie et montrons (P,1), ¢’est-a-dire supposons que |u,, — a| < (0.225)" |ug — «
et montrons que |u,+1 — af < (0.225)" ! |ug — af .
D’apres la question 2.d), on a

[ty 1 — @] <0.225 u, — a| < 0.225(0.225)" jug — a| = (0.225)" " |ug — «

ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.

correction de ’exercice 2 1 1
1. (a) La dérivée de g est ¢'(z) = 322 — 6 — 4 dont les racines sont o = 1 — g\/21 <0et =1+ g\/21 > 0. On en

déduit le tableau de variation de ¢

T —00 @ B8 400
g'(z) + - +
g9(a) >0 +00
g(x) / N\ /
—0 9(8) <0
La fonction ¢ est continue sur R, elle est strictement croissante sur | — 0o, @] donc elle réalise une bijection de
] — 00, a] sur | — 00, g(a)]. Puisque 0 €] — 00, g(a)], Péquation g(z) = 0 admet une unique racine z; €] — 00, a].

On procede de méme sur Uintervalle [a, 8] (ce qui donne x2) et sur [3,+oo[ (ce qui donne z3). Ainsi, I’équation
g(x) = 0 admet trois solutions dans R.

(b) Puisque la fonction g est strictement décroissante sur 'intervalle [1,2] C [a, 8] et que g(1) = 2 > g(x2) = 0 >
9(2) = —4,0n en déduit que 1 < z9 < 2.

2. (a) Puisque x5 est solution de I’équation g(z) = 0, on a montrer que cette équation est équivalente & f(z) =«

1
f@) = 2@ -32"+2048) =22’ - 32"+ 20+ 8=6x
& 2332 —4rx+8=0sg(x)=0

_ 1

5 (32% — 6z +2)

(b) Tl est indispensable de dresser le tableau de variation de f sur [1,2]. La dérivée de f est f'(x)

1 1
dont les racines sont v =1 — 5\/3 et § = §\/§+ 1

T 1 1<d<?2 2
f'(@) + -
4 4
3 3
f(z) N /
f()

donc f([1,2]) = [f(fy), ;j C[1,2] car 1 <

1
(¢) Un encadrement directement de f’(x) ne montre pas que |f'(z)] < 3 (ce qui sera utile a la question 2.d)).On va
donc étudier les variations de f’ sur [1,2]. La dérivée de f’ est f”(x) = x — 1 qui est positive [1,2] donc f’ est
croissante sur [1,2] et

veell2, —z=f1)<f@)<f@)=1
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1

(d) Puisque lorsque z € [1,2], f'(z) € [_6’3

1
} , on en déduit que la distance de f/(z) & 0 est moindre que 3

c’est-a-dire 1
Vo [12), |f (@) < 3

L’inégalité précédente, combiné au fait que la fonction f étant dérivable sur [1, 2], que x5 € [1, 2], on peut appliquer
le théoréme des accroissements finis, ce qui nous donne

Ve[, If ()~ f@)l<sle ol

3. Montrons pour commencer que Vn € N, u,, € [1,2]. Posons (P,,) : " u, € [1,2] ".
Initialisation : ug =1 € [1;2] donc (Py) est vraie.
Héreédité : Supposons que (P,,) est vraie. u, € [1.2] donc f(u,) € [1,2] (par stabilité de [1,2] par f) donc w11 =
f(uy) € [1,2] ce qui démontre (Py,11). Donc Vn € N, (P,,) est vraie.
On peut appliquer 'inégalité obtenue a la question 2.d au point & = u,. Puisque u,+1 = f(u,) et f(z2) = z2, on en

déduit que
1
(1) VneN, |upt1 — 2| < g\un—x2|.
) 1 1
Mountrons par récurrence que Vn € N, |u,, — x2| < 3 |1 — x2|. Posons (Py,) : " |uy — 22| < 3 |1 —ao| "
Initialisation : |ug — 2| = |1 — 22| = == |1 — z2| donc (Py) est vraie.

30
1
Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie. Nous avons donc 3 |1 — 22| et I'inégalité (1) nous fournit l'inégalité

552‘,

1 1 1
[tnt1 — 22| < = |Jup —a < = X — |1 — x|
* 3 37 3n

=gt 1
ce qui démontre (P,11). Donc Vn € N, (P,,) est vraie.

1
La suite |u, — z2| est positive et majorée par la suite (37 |1 — x2|)n>0 converge vers 0 (car il s’agit d’une suite

. . 1 .
géométrique de raison 3 €] — 1,1]). Le théoreme d’encadrement montre que |u, — x| converge vers 0, c’est-a-dire

que lim wu, = xs.
n—-4oo

correction de I’exercice 3
1. (a) Les fonctions z — x et z +— e” — 1 sont dérivables sur R} et Vo >0, e” —1# 0 donc f est dérivable sur R et

T _ LT 1
Ve >0, f'(z)= —xe(ez_el;g

(b) De méme, on montre que f’ est dérivable sur R et I'on a

/@) = <f/>/<x>=<_”fe“e”+1> __@er— e 1) (e = 1)’ — (e — e+ D[ — 1)

(er —1)° (er —1)*
ze® (e —1)% — (ze® — e + 1)2e” (¥ — 1) o (e — 1) (x — 2€” + xe® +2)
= — =e" (e —
(e —1)° e —1)°
em x xT
= W(me —2e" 4+ 12+ 2)
(¢) La fonction g est dérivable et sa dérivée vaut ¢'(x) = —e® + ze® + 1. On ne peut étudier son signe, donc on étudie

ses variations.

La fonction g’ est dérivable et sa dérivée vaut g”(x) = xe® > 0 sur R} donc ¢’ est strictement croissante sur R .
Puisque ¢'(0) = 0, on en déduit que g’ > 0 sur R} donc g est strictement croissante sur R} et comme g(0) = 0,
on en déduit que g > 0 sur Rfr, ce que l'on visualise mieux grace au tableau de variation suivant

x 0 +o00
9" () +
/!
g'(z) |0
g'(z) +
/!
g(z) | 0
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En outre, les fonctions x — e et z — e — 1 sont positives sur R, donc la fonction f” est strictement positive
sur RX.

La fonction f” est strictement positive sur R} donc f’ est strictement croissante sur RY. Puisque l'on a

1 1 1 1
Fla) = — xe r — g T = 0

(1 _ e—x)Q xr—+00

1
lim f'(z) = —= et
mggj(fﬂ) 5 ©

(par les croissances comparées), on en déduit que f' < 0 sur Ri donc la fonction f est strictement décroissante
sur ]R_T_. On achéve I’étude en remarquant que

T T 1 L 1
f(x)_ezfl_eile—efm_we lee*f”w—:ooo

T 0 +00
f"(z) +
0
f'() /
—1/2
f'(x) -
1
/(=) N\
0
1 1
Le tableau de variation de f montre que Vz € Ry, —3 < f'(z) <0 donc |f'(z)] < 3 et que 0 < f(x) < L.

Puisque 'on a z > 0, on a

@)=z <

=z & =l l=e"-1e"=2c=In2
et —1 1—e”

On constate que R est un intervalle stable par f (cf. tableau de variation) et uy € Ry donc une récurrence
montre immédiatement que Vn > 0, u, € R} (je la laisse au lecteur).
La question 2,a) nous permet d’appliquer I'inégalité des accroissements finis

Vey >0, [f@) - fw)| < 5 le—y

En choisissant avec x = u,, > 0 et y =1n2 > 0, tout en n’oubliant pas que f(In2) = In2 (puisque In 2 est solution
de f(z) = x), on obtient

1 1
|f(u,) — f(In2)| < 3 [t —In2| & |upy1; —In2| < §|un —1In2|

1
On introduit ’hyposede de récurrence (H,,) : |u, —In2| < (2) |1 —1n2|

0
Initialisation : (M) est vraie car |ug —In2|=1—-In2 = <2 [1—1n2|.

" 1
Hérédité : supposons que (H,) est vraie. On a |u, —In2| < (2) [1—1In2| et |upt1 —In2| < §|un — In2|

1 1 n 1 n+1
donc |up41 —In2| < 3 (2) [1-In2| = <2> |1 —In2|, ce qui implique que (H,+1) est vraie et termine la

récurrence. n

1 1
La suite 3 |1 — In 2| est géométrique de raison 3 €] — 1, 1] donc elle tend vers 0.

1 n
L’inégalité Vn > 0, 0 < |u, —In2| < 2) |1 — In 2| combinée au théoréme d’encadrement montre que la suite

|, —In2| tend vers 0 donc la suite u tend vers In 2.
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