PHEC1 Correction feuille d’exercices n°25 2005-2006

correction de ’exercice 1
Pour la justification de la continuité des fonctions considérées, je laisse le lecteur revoir son cours correspondant ou la feuille
d’exercices correspondante.

[a] La fonction ¢ — Int est continue sur ]0,4oo[ et 1 €]0, 4-00[ donc la fonction x — /(ln t)dt = a(x) est définie et C* sur
1

10, +o0] et sa dérivée est donnée par

x

Vz €]0,+oo[, d'(x) = % /(lnt)dt =Inz
1

1
@ La fonction ¢ — 2 = =D +0) est continue sur

R\{-1,1} =] — 00, —1[U] — 1, 1[U]1, 40|

T oat
et —2 €] — 0o, —1[ donc la fonction z +— / T—g= b(z) est définie et C* sur | — 0o, —1[ et sa dérivée est donnée par
Z2
d (T at 1
Ve €] — oo, —1], (z)= - -
z €] =00, 1}, (@) dx /17t2 1— 22
Z2

La fonction

ts V= 1=/ (2 -1 +1) =/t -1t + 12 +1)
est continue sur | — oo, —1] U [1, +o0[ et —3 €] — 00, —1] donc la fonction = +— /\/t4 — 1dt = c(w) est définie et C* sur
=3

] — 00, —1[ et sa dérivée est donnée par

x

Vz €] — o0, —1], c’(m):% /\/t4—1dt =Vzt-1

-3

On commence par utiliser la relation de Chasles pour nous ramener directement a 1’énoncé du théoréme

1 x
t t
/ dt = — / L
Vit 4+ 1 1Vﬁ+1
xr
xr
t t
La fonction t — ———— est continue sur | — 1, +o00[ et —1 €] — 1, +o0[ donc la fonction = +— / ————dt est définie et C!
Vi +1 ] [ ] [ ] Vs +1

sur | — 1, 400[ et sa dérivée est donnée par

T

a7 ¢
—_ — dt| = —
dz [ Vs +1 Vad +1

Va €] — 1, 4o00],

1 T
4 t
Par conséquent, la fonction d : x — / dt = —/ dt est définie et C! sur ] — 1, +o0[ et sa dérivée est donnée
T 1

Vs +1 Vi3 +1

par
x
Vo €] —1,4+00], d(2) = ———x=
= Lool, d(e) = ——=—
La fonction t +— Py est continue sur | — 0o, +00[ (le dénominateur est la somme de deux réels positifs dont I'un est
T od
t
non nul) et —1 €] — 0o, +-00[ donc la fonction = — / A1 e(z) est définie et C! sur ] — oo, +00][ et sa dérivée est donnée
~1
par
d (7 at 1
v E - 3 5 / = — =
x €] — 00,400, €'(z) o /t4+1 T
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1

1 T
La fonction ¢ — exp <_t2) est continue sur |—oo, 0[U]0, +o00[ et 1 €]0, +o00[ donc la fonction z +— /exp < 2

1

)=o)

est définie et C'* sur ]0, +-o0[ et sa dérivée est donnée par

Va €]0,4+o00f, f'(z) = % /eXp <—tlz> dt | =exp (—;)
1

@ On commence par utiliser la relation de Chasles pour nous ramener directement & I’énoncé du théoréme

—4 T
/\/1+t2dt:—/\/l+t2dt
T —4

La fonction ¢t — /1 4 ¢2 est continue sur | — 0o, +0oo[ et —4 €] — 00, +00[ donc la fonction z +— /\/1 + t2dt est définie et C!

sur | — 0o, +00[ et sa dérivée est donnée par

d
Yz €] — 00, +00], —d— /\/1+t2dt = 1+a?

- x
Par conséquent, la fonction g : z — /\/1 + t2dt = — / V1 + t2dt est définie et C! sur | — oo, +00[ et sa dérivée est donnée

par
Vz €] — 00,40, d'(z)=—v1+a?
1 1 1
La fonction ¢t — o =9 est continue sur R\{0,1} =] — oo, 0[U]0, 1[U]1, +o0] et 3 €]0,1[ donc la fonction
T / i (7) est définie et C'! sur 0, 1] et sa dérivée est donnée par
1/2
d [ a 1
1 h/ = ¥ =
va €]0, 1] (z) dx / 2 —t 2 -z
1/2

correction de ’exercice 2
On rappelle que pour étudier la parité éventuelle d’une fonction f, il est nécessaire que l’ensemble de définition de f

soit symétrique par rapport & 0 et, dans le cas des fonctions définies par des intégrales dépendant des bornes (du type
b(z)

T / f(t)dt, on utilise le changement de variable u = —t dans U'intégrale définissant f(—x).

a(z)
Pour finir, remarquons que u = —t < t = —u et dt = —du (et Pon n’oublie pas de changer les bornes d’intégration)

[a] La fonction t — est continue sur | — oo, 0[U]0, +00]
e

t __ e—t

(l=eltot=—te20=0t=0)

t
et 0 n’appartient ni a l'intervalle | — 0o, 0[, ni & I'intervalle |0, +o0o[ donc la fonction z — / ——— dt n’est pas définie !!
et —e

0
t —t

. € € . , . , . o
@ La fonction t +— o est continue sur | — 0o, 4o00[ (le dénominateur est la somme de réels strictement positifs) et
et +e
—t

t_
0 €] — 00, +0o0[ donc la fonction z — /%dt est définie sur | — oo, +-00[
et +e

t —t

. . € —e€ . _
Etude du signe : Pour commencer, le signe de e est celui de ef — e
Zude du SIglie T

t
ed—elz20eezelaet—teA>0ct>0
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t —t

Premier cas x > 0 (bornes dans lordre croissant). La fonction ¢ — est positive Ry donc sur [0,2] C Ry. En

et + et
xr

et —et

ﬁdt = b(l’) est pOSitiVe
e e

outre, l'intégration portant sur des bornes croissantes (z > 0), on en déduit que Uintégrale /

0
Second cas x < 0 (bornes dans I'ordre décroissant). On commence par utiliser la relation de Chasles

T 0

et — et et — et
b(x) Z/Wdt: —/mdt
0 x

0
t_ -t
e —e e —e
La fonction t — ———— est négative sur R_ donc sur [z,0] C R_. En outre, I'intégration dans I'intégrale /7dt
et + eft et + eft

t —t

x

0
t —t

€ —€ , . .. .
?dt est négative, ce qui implique que
e

portant sur des bornes croissantes (z < 0), on en déduit que 'intégrale / ;
e

x
0

el —et .
b(x) = — / Wdt est positive.

x
Par conséquent, la fonction b est positive sur R tout entier.
Parité de b: Pour commencer, ’ensemble de définition de b est symétrique par rapport a 0. Ensuite, en utilisant le changement

de variable v = —t dans l'intégrale définissant b(—z), on en déduit que
b( ) _/T et — et " 7 e % — 67(711‘) ( p ) /r e~ — 6ud ] et — efud b( )
—XT) = —_— = —_— | —au) = —_——au = —_—au = x
et +et et + e (-u) et +ev et +e
0 0 0 0

donc la fonction b est paire.
La fonction ¢ +— [¢| est continue sur | — oo, +00[ et 0 €] — 00, +00[ donc la fonction x +— / |t| dt est définie sur | — oo, +o0|

0
Etude du signe :

Premier cas = > 0 (bornes dans lordre croissant). La fonction ¢ — |¢| est positive Ry donc sur [0,z] C R4. En outre,
xT

Pintégration portant sur des bornes croissantes (x > 0), on en déduit que 'intégrale / |t| dt = c¢(x) est positive
0

Second cas z < 0 (bornes dans I'ordre décroissant). On commence par utiliser la relation de Chasles
T 0
d@:/Mﬁ:—/Mﬁ
0 T

La fonction ¢ +— |t| est positive sur R_ donc sur [z,0] C R_. En outre, 'intégration dans 'intégrale /|t| dt portant sur

0

xr
0 0
des bornes croissantes (z < 0), on en déduit que l'intégrale / |t| dt est positive, ce qui implique que ¢(z) = — / t] dt est
x xr
négative.

Par conséquent, la fonction ¢ est négative sur R_ et positive sur R .
Parité de ¢ : Pour commencer, ’ensemble de définition de ¢ est symétrique par rapport a 0. Ensuite, en utilisant le changement

de variable u = —t dans l'intégrale définissant ¢(—zx), on en déduit que
cp@:/mﬁz/kmpmo:/4mm:—/mm:—mg
0 0 0 0

donc la fonction ¢ est impaire.
x

La fonction ¢ — |¢|® est continue sur | — 0o, +00[ et 1 €] — 00, +00[ donc la fonction z — [ |t dt est définie sur | — oo, +00]

1
Etude du signe :
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Premier cas « > 1 (bornes dans l'ordre croissant). La fonction ¢ — [t| est positive [1,4o00[ donc sur [1,z] C [1,4+o00[. En
xr
outre, l'intégration portant sur des bornes croissantes (z > 0), on en déduit que Uintégrale / |t|d dt = d(z) est positive

1
Second cas x < 1 (bornes dans l'ordre décroissant). On commence par utiliser la relation de Chasles
x 1
:1/Hfdt:—i/ﬁfdt
1 T

La fonction ¢ — |¢|® est positive sur | — oo, 1] donc sur [z, 1] C]—o0, 1]. En outre, lintégration dans Dintégrale / |t|® dt portant

1

sur des bornes croissantes (z < 1), on en déduit que U'intégrale / |t\ dt est positive, ce qui implique que d(x / |t| dt

est négative.

Par conséquent, la fonction d est négative sur | — 0o, 1] et positive sur [1, +oo].

Parité de d: Pour commencer, ’ensemble de définition de c est symétrique par rapport a 0. Ensuite, en utilisant le changement
de variable u = —t dans l'intégrale définissant d(—z), on en déduit que

:/|t\3dt:/|—u\3(—du):/ luf® du = — /|u| du # +d(x —ﬂ:/|u| du
1 —1

donc la fonction d ne posséde pas de parité.

t t
La fonction ¢ — % est continue sur [0,4o00[ et 0 € [0, +00[ donc la fonction x +— /#1\{1 est définie sur [0, +00[

Etude du signe : Pu1sque x > 0, I'intégration porte sur des bornes croissantes et la fonction t — étant positive, on en

vt
t4+1
s - Vi iy

déduit que l'intégrale mdt = e(x) est positive.

0
Par conséquent, la fonction e est positive sur son domaine de définition R .
Parité de e : L’ensemble de définition de ¢ n’étant pas symétrique par rapport & 0, on en déduit que e ne peut posséder de
parité.

La fonction ¢ — exp (—t*) est continue sur ] — 0o, 4+00[ et 1 €] — 0o, +-00[ donc la fonction z — /exp (—t?) dt est définie

1

sur | — 0o, +00[

Etude du signe :

Premier cas z > 1 (bornes dans l'ordre croissant). La fonction ¢t — exp (—t?) est positive [1, +oo[ donc sur [1,z] C [1, 4oc0[.
xr

En outre, l'intégration portant sur des bornes croissantes (z > 0), on en déduit que 'intégrale / exp (—t2) = f(z) est

1

positive
Second cas x < 1 (bornes dans I'ordre décroissant). On commence par utiliser la relation de Chasles
x 1
f(z) = /exp (—t2) dt = — /exp (—t2) dt
1 T
La fonction ¢ +— exp (—t?) est positive sur ] — co,1] donc sur [z,1] C] — oo, 1]. En outre, lintégration dans l'intégrale
1 1

/eXp (—t2) dt portant sur des bornes croissantes (z < 1), on en déduit que 'intégrale /exp (—t2) dt est positive, ce qui

T T
1

implique que f(z) = — / exp (—t?) dt est négative.

xr
Par conséquent, la fonction f est négative sur | — 0o, 1] et positive sur [1, 4o0].
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Parité de f : Pour commencer, I’ensemble de définition de f est symétrique par rapport a 0. Ensuite, en utilisant le change-

ment de variable u = —¢ dans 'intégrale définissant d(—zx), on en déduit que
f(=z) = /exp (—t?) dt = /exp (—(—u)?) (—du) = / —exp (—u®) du = —/exp (—u?) du # £f(z) | = :t/exp (—u?) du
1 -1 -1 -1 1

donc la fonction f ne posséde pas de parité.

T
@ La fonction ¢ — /1 + t2 est continue sur | — oo, +00[ et 0 €] — 00, +00[ donc la fonction z +— /\/1 + t2dt est définie sur
0

] — 09, +OO[

Etude du signe :

Premier cas z > 0 (bornes dans l'ordre croissant). La fonction ¢ — +/1 + ¢2 est positive R, donc sur [0,z] C R;. En outre,
x

I'intégration portant sur des bornes croissantes (z > 0), on en déduit que l'intégrale / V1 +t2dt = g(x) est positive
0

Second cas x < 0 (bornes dans I'ordre décroissant). On commence par utiliser la relation de Chasles

T 0

g<x>:/mdt:_/mdt
0 T

0
La fonction t +— /1 + 2 est positive sur R_ donc sur [z,0] C R_. En outre, I'intégration dans I'intégrale /\/1 + t2dt
x

0
portant sur des bornes croissantes (z < 0), on en déduit que lintégrale / V1 +t2dt est positive, ce qui implique que
xr

0

glx) =— / V14 t2dt est négative.

xr
Par conséquent, la fonction g est négative sur R_ et positive sur R .
Parité de g : Pour commencer, I’ensemble de définition de g est symétrique par rapport & 0. Ensuite, en utilisant le changement

de variable u = —t dans 'intégrale définissant g(—x), on en déduit que
g(—z) = / V1+3dt = / V14 (—uw)?(—du) = /,\/1 + uldu = — / V1+uwldu = —g(x)
0 0 0 0

donc la fonction g est impaire.

La fonction

1 1 1

T a T 0=+ =00+ +8)

est continue sur
R\{flv 1} :] — 00, 71[U} -1, I[U]17+OO[

T

et 0 €] — 1, 1] donc la fonction = — / ﬁdt est définie sur | — 1,1]
0

Etude du signe :

est positive [0, 1] donc sur [0,2] C [0,1]. En

€T

Premier cas 0 < z < 1 (bornes dans l'ordre croissant). La fonction ¢ — -4

1
outre, 'intégration portant sur des bornes croissantes (z > 0), on en déduit que 'intégrale / ﬁdt = h(z) est positive

0
Second cas —1 < 2 < 0 (bornes dans l'ordre décroissant). On commence par utiliser la relation de Chasles
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0

1 1
La fonction t +— T est positive sur | — 1,0] donc sur [z,0] C] — 1,0]. En outre, l'intégration dans I'intégrale / ﬁdt
0 x

1
portant sur des bornes croissantes (r < 0), on en déduit que l'intégrale / ﬁdt est positive, ce qui implique que

T
0

1
hiz) =— / mdt est négative.
x

Par conséquent, la fonction h est négative sur | — 1,0] et positive sur [0, 1].
Parité de h : Pour commencer, I’ensemble de définition de h est symétrique par rapport a 0. Ensuite, en utilisant le change-
ment de variable uw = —t dans l'intégrale définissant g(—x), on en déduit que

—T x x xr

1 1 1 1
Wea)= | —dt=[ — (~du)= | ———du=— | ——du=—h
(=) /1—t4 /1—(—u)4( u) / R /1—u4“ (@)
0 0 0 0

donc la fonction h est impaire.

correction de ’exercice 3 Tt
1. Caractére C! : La fonction t — e est continue sur | — 0o, +00[ et 0 €] — 00, +-00[ donc la fonction z +— [ T
0

F(z) est C! sur ]—o0, +oo[ = R.
Parité de I’ : On constate que le domaine de définition de I est symétrique par rapport a 0 et en utilisant le changement

de variable u = —t dans I'intégrale définissant F'(—x), on a
Todt [ (edw) 1 T
F(-z) = = = |- du=— | ——du=—-F
(=2) /1+t2 /1+(—u)2 / Tru /1+u2u (z)
0 0 0 0

donc la fonction F' est impaire.

Signe de F' : Lorsque x > 0 (intégration sur des bornes croissantes). La fonction ¢ — 5 est positive sur [0, 00|

1+
donc sur [0, z] C [0, +oo[ En outre, I'intégration portant sur des bornes croissantes (z > 0), on en déduit que l'intégrale
€T

dt
—— = F'(x) est positive
/ 1+ 2 (z) P

0

Puisque F est impaire, on en déduit que F(z) est négatif sur | — oo, 0].

Par conséquent, la fonction h est négative sur | — 0o, 0] et positive sur [0, +oo].

2. Justification de la premiére inégalité :
Les facteurs des deux quotients étant tous positifs, on peut effectuer le produit en croix, ce qui nous donne

1 _ 2
1+12 ° (141)2

Sl+t)’<20+) e l+20+2 <2420 0Kt -2+ 1= (¢t —1)°

12
L+t~ (1+1)2

Cette derniére inégalité étant vraie sur R, on en déduit que Vi € R,

Justification de la seconde inégalité :

1 _ 2
1+12 ° (141)2

Puisque z est positif, en intégrant sur [0, z] I'inégalité (Vintégration portant sur des bornes crois-

santes), on obtient

Tt T2 ¥ B (1442171 1 7=
P o [ gteF@ <2 (40 dt e Fz) <2 |V Flz)<2|—
/1+t2 /(1+t)2 < Flw) /( +)dt & Fz) [ 1, TF@S2 |

0 0 0

1

& Flrz)<2|1——— | =F(x)<2
+x
>0

3. La question 2 montre que la fonction F' est majorée sur Ry par 2. Pour montrer que F' admet une limite finie en +o0,
il suffit de montrer qu’elle est croissante.
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D’aprés la question 1, la fonction F est C' sur R et sa dérivée est donnée par
1
VeeR, F'(z)=-—=>0
(z) 1+ 22

donc la fonction F' est strictement croissante. Le théoréme de monotonie s’applique donc et la fonction F' admet une
limite finie L en +o00. Pour finir, la fonction F' étant majorée sur R par 2, la limite L est inférieure (au sens large) a 2.

4. La majoration demandée n’est autre que la majoration

. 7 dt >7 dt
’ 1+227 ) (1+1)2
0

0

YV

WV

1 S 1
1+¢2 7 (1+1)2
on peut effectuer le produit en croix, ce qui nous donne

1 < 1
T+127 (141)2

Cette derniére inégalité étant vérifée sur R, on en déduit que la premiére est également vérifiée sur R

11 suffit donc de montrer que

sur R;. Les facteurs de ces deux quotients étant strictement positifs,

SO+t 21+ 1 +2+2 214+ 22020620

Puisque z est positif, en intégrant sur [0, z] I'inégalité (intégration portant alors sur des bornes

1 S 1
1+12 7 (1+1)2
croissantes), on obtient

dt dt 1 7= 1
> Flz)> | — Flz)>1—
/1+t2 /(1+t)2® () [ L_O‘i’ (z) 1+x
0 0

\

En faisant = vers +o0o dans l'inégalité précédente, on obtient L > 1.

5. C’est le théoréeme de bijection qui est demandé.
La fonction F est continue sur R (car C' d’aprés la question 1) et strictement croissante sur R (sa dérivée étant
strictement positive sur R, cf. question 3), on en déduit que F' réalise une bijection de R sur

f®R)=| lim F(z), lim F(x)|=]-L,LJ[.

T——00 xr——+00
(puisque lim F(x) = L, la parité de F montre que lim F(z)= —L).
T—+00 T——00
1 1
A la question 4, on a montré que 1 < L < 2 donc 5 € ]—L, L[ et léquation F(z) = 5 admet bien une et une seule

1
solution sur R (existence et unicité de 'antécédent de 5 par F)

1 1
6. (a) La fonction F est C* sur RY, la fonction  — — est aussi C* sur R et comme Vo € Ry, — € R}, on en déduit
T

1
que la fonction z — F () est C! sur R, ce qui implique que la fonction G est C' (donc dérivable) sur RY. Sa
x

dérivée est donnée par

1\’ 1 1 1 1 1 1
V 0 G/ :F/ - F/ —_ = —) _—— = — :O
T > 9 (.T) (J?)—F (1,) (.’E) 1—|—.’E2 +< x2) x 1 2 ]_-|—(E2 1+£U2
1+()
X

La fonction G étant dérivable sur Ri =]0, +o0| et sa dérivée étant nulle sur cet intervalle, on en déduit que la
fonction G est constante sur R’ .

(b) A la question précédente, on a montré l'existence d’une constante C telle que

¥z > 0, F(m)+F<1> e

X

En faisant tendre x vers +oo, on en déduit que

L+F0)=C&L=C

1

Par conséquent, la limite L est égale a la constante C. En choisissant = 1 dans l'égalité F'(z) + F <> =(C, on
x

obtient que 2F(1) = C donc L = 2F(1).
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correction de l’exerci%g 4 $3

1. La fonction s — o = G 1)(5 1) est continue sur

R\{-1,1} =]—o00,1[U]-1,1[U]1, +o0]

et 2 € |1, +o0| donc la fonction F est définie et C* sur |1, +oo[ et sa dérivée est donnée par

!/ 1.3
Vz € ]1,400], F($)=$2_1
s° 1
2. Il suffit de montrer que Vs > 2, s < <s+ ——.
s2 -1 s—1
s 1 3 3 2 3 3 3
s < <s+ & s —s5<s°< s+ (s*—1)ess—s<s°<s"+1e —s<0<1
52 -1 s—1 s2-1>0 s —

Ce dernier encadrement étant vrai sur [2, +0o[, on en déduit que I'inégalité demandée est vraie sur [2, +00[.
Puisque z > 2, en intégrant I'inégalité donnée sur [2, +oo[ (I'intégration portant sur des bornes croissantes), on obtient

y ¥ s? y 1 s21°7" 52 =
Ve > 2, /dsg/idsg/ s+ ds & | — <Flz) < |—=+1n|s—1]
s2—1 s—1 2 2 a2
2 2 2
x? 22
& Vo > 2, 7—2<F(m)<7+1n(m—1)—2

2 2
Puisque lim (g — 2) = lim (9; +Injz—1|— 2> = 400, le théoreme d’encadrement montre que

T——+00

lim F(z) =400

T— 00
En divisant 'encadrement précédent par 22, on obtient 'encadrement suivant

1 2 <F(x)<1+ln(m—1) 2

~ ~
2 x2 z2 2 2 2

1 2 1 1 —1 2 1
Puisque lim ( - ) = lim (2 + -1 _ ) = —, le théoréme d’encadrement montre que

z—+oo \ 2 2 T—+400 2 T2 2
1
lim (f) =—
z—+o0 I 2
correction de l’exercice, 5 v Int
1. La fonction ¢ — e est continue sur ]0, +oo[ et 1 €]0, +00[ donc la fonction z — /mdt = F(z) est définie et
1
C1 sur )0, +o0] et sa dérivée est donnée par
Inx
YV €10, , Fl(z)=—=
x €0, 400[ (z) T2

1
2. La fonction t +— est continue sur ]0, +oo[. L’intégrale G(z) existe donc si et seulement x et — appartiennent a
x

t2
10, 400, c’est-a-dire si € ]0, +o0[ donc Dg = |0, +00] .
En utilsant la relation de Chasles par rapport au point 1, on a

1/x

y Int Int 1

1 1

1
3. La fonction F est C! sur Ri, la fonction = + — est aussi C! sur R et comme Va € Rfr, — € Ri, on en déduit que
T T

1
la fonction x +— F () est C' sur Rfr, ce qui implique que la fonction G est C* (donc dérivable) sur Ri. Sa dérivée
x

m (L
1 T Inx flnxi

(1)2 T1re 1t

est donnée par
1y 1 Inx 1
Ye>0 Gla)=Fle)- (:c) F/ (:c) T 14a? (:52) .
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La fonction G étant dérivable sur R} = ]0, +-00[ et sa dérivée étant nulle sur cet intervalle, on en déduit que la fonction
1

Int
G est constante sur R} . Pour expliciter la constante, il suffit d’évaluer G en = = 1. Or l'intégrale G(1) = /ﬁdt
1
est nulle donc la fonction G est nulle.

correction de ’exercice fi
1. La fonction t — ————= est continue sur |—oo, +oo[. Par conséquent, l'intégrale F(z

e -

seulement z et 2x appartiennent a |—oo, +00[, ce qui est toujours le cas donc F' est définie sur ] 00, +00].

existe si et

2. Pour justifier cet encadrement sur R, nous allons procéder par équivalence, en passant a l'inverse (puisque chaque
membre de Pencadrement est positif) puis en élevant au carré (toujours la méme raison)

1 1 1
< -t <VERHIKtF I e P <P IS+ D) o2 <1< F2t 41
t+1 t2+1 1
. . - . 1 1 1 1
Ce dernier encadrement étant évidemment vrai sur Ry, on en déduit que V6 >0 —— < ——— < -

t+1 S VeEr1 ot

Puisque = < 2z (car x > 0), en intégrant sur [z, 2z], I'intégration portant sur des bornes croissantes, on obtient

2z

2x
1 1
/mdt < / = /dt@[ln|t+1|}t 2 < F(z) < mtiZ2 & In(2z + 1) — In(z + 1) < F(z) < In(2z) — In
2 1 2 2 1
m () < P@) < () om (221 < Pa) <2
z+1 T r+1

€T
. . 20 +1 2z . . R
Puisque lim = lim — =2et lim 2 =2 (sic), le théoréme d’encadrement montre que hm F(z) =1n2.
z—+oo x + 1 r—+o0 I r—+00 r—+00

1
3. La fonction t — ———— est continue sur |—oo, oo et 0 € |—o0, +oo[ donc la fonction = +— / = G(z) est
J-o0,-+00] et 0 € |0, +oc| S = Cl)

VitZ +1

définie et C1 (donc dérivable) sur |—oo, +-o0[ et sa dérivée est donnée par

1

VzeR, G'(2)= ——=
(@) 22 +1

En utilisant la relation de Chasles pour I'intégrale F'(z), on a

1 r 1 1
= 7dt:/7dt—/7dt=G2m — G(x
) /\/t2+1 | ViE 41 | ViE+1 (20) = Gla)
Puisque G est C! sur R, la formule précédente montre clairement de F est C! sur R et sa dérivée est donnée par

2 121
V2)2+1 Va2+1l VA2 +1 Va2 +1

VzeR, F'(z)=(22)G'(2z) — G'(z) = 2G'(2z) — G'(z) =

correction de I’exercice 7
1. Domaine de définition : La fonction ¢ +—

est continue sur |—oo,4oo[. Par conséquent, l'intégrale ®(x) =

1

V4 +tt
roodt

———— existe si et seulement x et 2x appartiennent a |—o0, +o0[, ce qui est toujours le cas donc ® est définie sur
mf e PP ] [, ceq j
]—o00, +o0f.
Parité : Le domaine de définition de ® est symétrique par rapport & 0. En effectuant le changement de variable u = —t
dans l'intégrale ®(—z), on a

—2z

u=—o(x)
donc la fonction ® est impaire.
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1
2. On encadre "a la main" la fonction ¢t — —— sur Uintervalle [z, 2]

V4t

r < t<2r=20 < <162t = A4+t <A+t <A+ 1620 = VA + 2t < VA < V4 + 1624
1 1 1

< <
VA+16z*  VA+tE T A+ 28

Vit € [z, 2x]

Puisque z < 2z (car x > 0), en intégrant I'inégalité précédente sur [z,2z] (I'intégration portant sur des bornes
croissantes), on obtient

dt dt dt 1 1
¢ < [ _< o dt < O(z) < —— [ dt
/\/4+16x4 /\/4+t4 /\/4+x4 \/4+16x4/ (@) \/4+:134/
1 1

—_— —_— [t]iiim T < D(x) < x
V4 + 1624 Va+zt T

=2 4t < ®(x) < <
[]t_m ( ) 4+161’4

Puisque 'on a

li < li x li < lim — im =0
1m —— = m = m —— = m — = m — =
z—+00 /4 + 16x* z—+00 1 x— o0 A 1 z—+oo 432 z—+oo 4z
1624 (44 + 1) TN gt T
li x im — = i lim L =0
im — = = lim = lim —= lim —-=
T—+o00 \/4 4+ x4 m—»—i—oo I—>+OO 4 m—>+oo 332 r—+oo I
sc4 —+ 1 7
le théoréme d’encadrement montre que hr_{l O(x
3. On consideére la fonction F' définie par F(x /
P VAt
1 x
La fonction t +— est continue sur |—oo,+oo| et 0 € |—o0, +00[ donc la fonction = +— / = F(x) est
Vi i |0, ool et 0 € |00, Foc] Vg @

définie et C' sur |—o0, +00| et sa dérivée est donnée par

1

Ve eR, F'(z)=—=
Va+at

En utilisant la relation de Chasles dans 'intégrale ®(z

/m’

= F(2z) — F(x)

:/m:/ﬂ%‘/ﬂ%

Puisque F est C' sur R, la formule précédente montre clairement de ® est C' sur R et sa dérivée est donnée par

2 1 2 1
\/4—|— 2x)4 41 a Vit zt VAt 1628 a Va4 + 24

Ve eR, ®'(z)= (2z)F'(2z)— F'(z) =2F'(2z) — F'(z) =
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