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Exercice 1
Soit la suite u dé�nie par 8n 2 N; un+1 =

2un
3un + 1

et u0 2 R+: On pose f : x 7!
2x

3x+ 1
:

1. (a) Etudier les variations de f sur R+ et montrer que 8x >
1

3
; jf 0(x)j 6 1

2
(b) Déterminer le signe de f(x)� x sur R+ ainsi que ses points �xes.
(c) Montrer que [0; 1=3] et [1=3;+1[ sont des intervalles stables par f:

2. On suppose dans cette question u0 2 [0; 1=3] :

(a) Montrer que 8n 2 N; 0 6 un 6 1=3 puis étudier la monotonie de la suite u:
(b) En déduire sa convergence ainsi que sa limite.

3. On suppose dans cette question u0 2 [1=3;+1[ :

(a) Montrer que 8n 2 N; un > 1=3 puis étudier la monotonie de la suite u:
(b) En déduire sa convergence ainsi que sa limite.

(c) Montrer que 8n 2 N; jun+1 � 1=3j 6
1

2
jun � 1=3j

(d) En déduire que 8n 2 N; jun � 1=3j 6
1

2n
ju0 � 1=3j :

(e) On suppose u0 = 5: Comment choisir n pour être sûr que

����un � 13
���� 6 10�4 ?

Exercice 2
Soit la suite u dé�nie par u0 = 0 et 8n 2 N; un+1 =

p
un + 1: On pose f(x) =

p
x+ 1.

1. (a) Montrer que [0; 2] est stable par f et que 8x 2 [0; 2]; jf 0(x)j 6 1

2
(b) Déterminer les points �xes de f: On note r l�unique point �xe tel que r 2 [0; 2]:

2. (a) Montrer que 8 n > 0; 0 6 un 6 2.

(b) Montrer que 8n 2 N; jun+1 � rj 6
jun � rj
2

puis que jun � rj 6
1

2n�1
:

(c) Déterminer alors lim
n!+1

un ainsi qu�un entier N tel que juN � rj 6 10�9:

(d) A l�aide d�un tableur, donner une valeur approchée de r à 10�9 près.

Exercice 3
Soit la suite u dé�nie par u0 = 0 et un+1 =

1

5
(3 + u2n): On pose f : x 7!

1

5
(3 + x2):

1. (a) Dresser le tableau de variation de f sur [0; 1] et montrer que [0; 1] est un inter-
valle stable par f:

(b) Déterminer l�unique point �xe r 2 [0; 1] de f .

(c) Montrer que 8x 2 [0; 1]; jf 0(x)j 6 2

5
.

2. (a) Montrer que 8n > 0; un 2 [0; 1]:

(b) Démontrer que 8n > 0; jun+1 � rj 6
2

5
jun � rj puis jun � rj 6

�
2

5

�n
.

(c) Expliciter un rang n0 tel que 8n > n0; jun � rj 6 10�10:
(d) En déduire une valeur approchée à 10�10 près de r:

Exercice 4
Soit la suite (un)n2N dé�nie par u0 = 1 et 8n 2 N : un+1 = un +

1

4
(2� u2n).

On pose f : x 7! x+
1

4
(2� x2).

1. (a) Etudier les variations de f et déterminer ses points �xes.

(b) Montrer que 8x 2 [1; 2]; jf 0(x)j 6 1

2
et que f ([1; 2]) � [1; 2].

2. (a) Montrer que 8n 2 N; 1 6 un 6 2.

(b) Montrer que 8n 2 N jun+1 �
p
2j 6 1

2
jun �

p
2j.

(c) Montrer que 8n 2 N jun �
p
2j 6

�
1

2

�n
et conclure.

(d) A partir de quel rang a-t-on : jun �
p
2j 6 10�9 ?

(e) A l�aide d�un tableur, donner une valeur approchée de
p
2 à 10�9 près.

Exercice 5
Soit f(x) =

1

2

�
x+

3

x

�
et u la suite dé�nie par u0 = 2 et la relation de récurrence :

8n 2 N�; un+1 = f(un)

1. Etudier les variations de f sur R�+, déterminer le signe de f(x)� x; les points �xes
de f puis montrer que f([

p
3;+1[) = [

p
3;+1[.

2. Justi�er que 8n 2 N; un >
p
3 puis déterminer la monotonie de la suite u:

En déduire sa convergence et calculer sa limite.
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3. Montrer que 8n 2 N;
��un+1 �p3�� 6 1

2

��un �p3�� puis que ��un �p3�� 6 1

2n
:

4. Retrouver ainsi la convergence de la suite u et donner sa limite.

5. Comment choisir n pour que
��un �p3�� 6 10�9 ?

En déduire, à l�aide d�un tableur, une valeur approchée à 10�9 près de
p
3:

Plus di¢ cile

Exercice 6
Soit u la suite dé�nie par u0 2 [3; 4] et 8n 2 N, un+1 = 4�

lnun
4
: On pose f(x) = 4� lnx

4
:

Données numériques : f(4) ' 3:65� 10�2 et f(3) ' 3:72� 10�2

1. (a) Etudier la fonction f et montrer que l�intervalle [3; 4] est stable par f:

(b) Montrer que f possède un unique point �xe L sur l�intervalle [3; 4]:

(c) Montrer que : 8x 2 [3; 4]; j f 0(x) j6 1

10
:

2. (a) Véri�er que 8n > 0; jun+1 � Lj 6
1

10
jun � Lj puis que jun � Lj 6

1

10n
:

(b) Que peut-on dire de la convergence de la suite u ?

(c) En choisissant u0 = 3; déterminer le plus petit entier n tel que j un�L j6 10�9:
(d) A l�aide d�un tableur, donner une valeur approchée de L à 10�9 près (avec

u0 = 3):

Exercice 7
1. Montrer que l�équation (E) : ex = 3 + 2x admet une unique solution � sur R.

Justi�er que �2 6 � 6 �1 puis que � véri�e également � = e� � 3
2

2. On considère la suite u dé�nie par u0 = �1 et 8n 2 N; un+1 =
eun � 3
2

ainsi que

la fonction f dé�nie sur R par : f(x) =
ex � 3
2

:

(a) Justi�er que f(]�1; 0]) �]�1; 0] et que 8x 2]�1; 0]; jf 0(x)j 6 1

2
:

(b) Montrer que 8n 2 N; un 6 0:

(c) Véri�er que 8n 2 N; jun+1 � �j 6
1

2
jun � �j et jun � �j 6

1

2n
:

(d) En déduire que la suite u converge vers �:

(e) Comment choisir n pour que jun � �j 6 10�9 ?
A l�aide d�un tableur, donner une valeur approchée à 10�9 près de �:

Exercice 8
1. Montrer que l�équation x = 2� 2e�x admet une unique solution r > 0. Véri�er que
l�on a : 1 6 r 6 2.

2. On considère la suite u dé�nie par : u0 = 1 et 8n 2N; un+1 = 2� 2e�un
On introduit également la fonction f dé�nie sur R par : f(x) = 2� 2e�x

(a) Justi�er que [1; r] est stable par f et déterminer le signe de f(x)� x sur [1; r]
(b) Montrer que 8n 2 N; un 2 [1; r] et donner la monotonie de u:
(c) Justi�er que la suite u converge vers r

3. (a) A l�aide de l�inégalité des accroissements �nis, montrer que l�on a :

8n 2 N; jun+1 � rj 6
2

e
jun � rj puis que jun � rj 6

�
2

e

�n
(b) Comment choisir n pour que jun � rj 6 10�9 ?

A l�aide d�un tableur, donner une valeur approchée à 10�9 près de r:

Exercice 9
On souhaite déterminer le nombre de solutions à l�équation (E) : x3 � 3x+ 1 = 0
ainsi qu�une valeur approchée d�une des racines.

1. Montrer que l�équation (E) admet trois solutions réelles �; � et  telles que
� < �1 < � < 1 < 

2. Obtention d�approximation de �:

(a) Justi�er que � 2 [0;
1

2
] et montrer que � est aussi solution de l�équation

x3 + 1

3
= x

(b) On introduit la fonction g dé�nie sur R par : 8x 2 R; g(x) =
x3 + 1

3
:

Montrer que l�intervalle [0;
1

2
] est stable par g et que 8x 2 [0; 1

2
]; jg0(x)j 6 1

4
:

On considère alors la suite u dé�nie par u0 = 0 et 8n 2 N; un+1 = g(un)

(c) Montrer que 8n 2 N; un 2 [0;
1

2
]

(d) Justi�er que 8n 2 N; jun+1 � �j 6
1

4
jun � �j puis que jun � �j 6

1

4n
� 1
2
:

(e) Pour quelles valeurs de n est-on certain que jun � �j 6 10�9 ?
En déduire une valeur approchée à 10�9 près de �:

www.mathematiques.fr.st thème : Etude des suites un+1 = f(un) abdellah bechata

file:www.mathematiques.fr.st

