Programme ESC d’E.M.LYON

CONCOURS D’ENTREE 1981

MATHEMATIQUES

lére épreuve (option générale)

Les candidats ne doivent pas faire usage d’aucun document; I'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite.
Seule 'utilisation d’une regle graduée est autorisée.

Nota : les trois parties sont indépendantes.

Partie 1
On considére la fonction numérique de variable réelle f définie sur | — 1, +-o00[ par :
1 1,1
— T3 :
Ft) = 6(lth) 2 si t#0
1 si t=0

1. (a) Etablir le développement limité de In(1 + ¢) & I'ordre 2 au voisinage de 0.
En déduire que la fonction f posséde un développement limité & ’ordre 1 au voisinage de 0.

(b) Montrer que f est continue et dérivable en 0.

2. Soit ¢ la fonction définie sur | — 1, +00| par

o(t) = %(1 . ﬁ) Cn(141).

(a) Etablir, pour t # 0, I’égalité :
, 1
F'(t) = (). f(2).

t_2.
(b) En déduire que f’ est continue sur | — 1, 4+o00].
(c) Etudier le signe de ¢(t) pour t €] — 1, 00].
(d) En déduire :
Vi€l — 1,400 f(t) > 1.
(na)"™.n'/?

3. Pour x € Ry, on considére la série de terme général u,(z) = ——— pourn > 1
n!

1
(a) Vérifier, pour x > 0, I'égalité Un41(7) = exf(ﬁ)

(b) Etudier la convergence de cette série suivant les valeurs de x € R,.

n. n'/? no ko, kY2
(¢) En déduire les limites des deux suites v,, = (g)" et w, = > (=)F

n' k=1 2 7
e



(d) Etablir successivement les inégalités suivantes pour ¢t € R, :
2t

In(l+¢) <t ——+—
n(l+1¢) 2+3

1 1 1
Wn>2  In(u(2) < -1+ Z(E'_ +

1
et en déduire que la suite (u,(=)),>1 est majorée.
e

n —-n

(f) En déduire la limite de la suite <n

n| )n}l-

Partie 11

Pour tout entier naturel n, on définit le polynome de C:

Qu(X) = 52 [(X 4 = (X )]

1. Déterminer le degré de @Q,,.

2. Pour tout entier naturel r, montrer que

T

Qor(X) =Y (~1)PCorfy X (1)

p=0
3. (a) Déterminer les racines de @,,. Montrer que ces racines sont réelles.
(b) En déduire la décomposition de @),, en produit de polynomes du premier degré.

4. Pour tout entier naturel r, montrer que

T

km
(X)) =2r+1 X? — cotan? . 2
Qur(X) = (2r + D[ — otan? 723) )
5. En utilisant (1) et (2), établir I'égalité
: k 2r — 1
z:cotam2 T r(r )
— 2r+1 3

( On calculera de deux fagons le coefficient de X?"~2 dans Qo .)
En deduire I’égalité

T

3 1 2r(r + 1)

o km 3
2r+1

(On calculera de deux fagons le coefficient de X?"~2 dans Qs,).

2/8

k=1 sin



6. (a) Pour tout = de ]0, g[, établir les inégalités:

9 1 1
cotan x<—2< —
T sin“ x

o1
(b) En déduire un encadrement de > ——.
=y km 2

2r +1

+00

1
(¢) Montrer que la série de terme général e est convergente et calculer =k
k=1

Partie 111

Pour tout entier naturel n et tout réel x strictement supérieur & —1, on pose

T

Fumzi/——f——ﬁ

(1 + )t
0

1. Montrer que F,, est définie et continue sur | — 1, +oo[. Etudier son sens de variation.
Montrer que F;,, admet des limites en —1 et 400 et calculer ces limites.

t" "
2. Soit x fixé, avec x > 0. Montrer que : Vt € |0,z < )
o a 0o Ty S Ty
T
on pourra comparer d’abord —— et .
P P 1+1¢ 1+ :1:)

En déduire que la suite (F,(x)) est convergente et déterminer sa limite.

1
3. Soit x fixé, avec —3 < x < 0. Montrer que :

n

t’n
(1 + )t

Vt € [z,0], ‘ T2

' T

En déduire que la suite (F,,(x)) est convergente et déterminer sa limite.



