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Exercice 1

9 3

Soit f la fonction définie pour tout z réel par : f(z) = (2% — x — ~)e?2.

On désigne par C sa courbe représentative dans un repére du plan.

1.

(a)
(b)

Déterminer les limites de f en —oo et +o0.

Etudier les branches infinies de C.

. . . 5
Montrer que la fonction f est dérivable sur R et que sa fonction dérivée f’ change de signe en —5 et

en VP
5
Donner le tableau de variations de f.

Résoudre sur R I’équation : f(z) = 0.

Déterminer le signe de f(z) suivant les valeurs du réel z.

: . . . 3
Déterminer une équation des tangentes a C' aux points d’abscisses —5 0 et 5

1 V5

——,0et - dans un repére orthonormé d’unité

Tracer les tangentes & C aux points d’abscisses ~ 575

2 cm.

Tracer C' et ses asymptotes éventuelles dans ce méme repére.

5 5 5
On prendra : \2[ ~1,1; f(—\g) ~0,2; f(\zf) ~ 5,8 ;21 ~0,7;2e3 ~ 40.
3
2
Calculer lintégrale: [ = [ e dz.
1
2

Calculer, a I'aide d’intégrations par parties, les deux intégrales suivantes :

3 3
2 2
J = f xeXdx et K = f x2e?dy.
1 1
2 2

2

Déterminer, en cm?, l'aire de I’ensemble des points M de coordonnées (z,y) dans le repére choisi a la

1 3
question 4. telles que —3 <z < 3 et f(z) <y<0.

Hachurer cet ensemble sur le graphique précédent.

Exercice 2

Partie I

1. Rappeler, pour tout réel x, la valeur de : —.

2. Soit a un réel. On suppose que le nombre N de skieurs qui se présentent pendant une durée 17" & une remontée

(a)

mécanique est une variable aléatoire dont la loi est définie par :

pour tout entier naturel n, P(N =n) = a.—

Déterminer la valeur de a.

o



(b) Reconnaitre la loi de N et donner son espérance mathématique.
(c) En utilisant lextrait de table fourni ci-dessous, répondre aux questions suivantes :
Pendant la durée T,
e quelle est la probabilité qu’au moins six skieurs se soient présentés a la remontée mécanique ?
e quelle est la probabilité qu’au plus deux skieurs se soient présentés & la remontée mécanique 7
e sachant qu’au moins six skieurs se sont présentés a la remontée mécanique, quelle est la probabilité
qu’il y en ait eu au plus neuf ?

Extrait de la table de la loi de Poisson de parameétre 5, probabilités individuelles p(n) et cumulées F'(n)
de P(5) :

n 0 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10

p(n) | 0,0067 | 0,0337 | 0,0842 | 0,1404 | 0,1755 | 0,1755 | 0,1462 | 0,1044 | 0,0653 | 0,0363 | 0,0181

F(n) | 0,0067 | 0,0404 | 0,1247 | 0,2650 | 0,4405 | 0,6160 | 0,7622 | 0,8666 | 0,9319 | 0,9682 | 0,9863

Partie I1

U désigne une variable aléatoire continue de loi uniforme sur I'intervalle [0; 1].

1. (a) Donner une densité de U.
(b) Déterminer la fonction de répartition F' de la variable aléatoire U.
(c) Exprimer, en fonction du réel z, la probabilité: P(U > x).
2. La compagnie des remontées mécaniques a installé deux guichets au bas des pistes. On estime que le temps
de passage d’un skieur & 'un des guichets suit la méme loi que la variable aléatoire U. Trois skieurs A, B
et C se présentent en méme temps aux guichets. A et B s’adressent simultanément aux deux guichets, C

attend que A ou B libére un guichet.
On désigne par :

e U et Us les temps de passage respectifs de chacun des deux skieurs A et B,
e V le temps d’attente du skieur C.

On supposera que les variables aléatoires Uy et Us sont indépendantes.

(a) Justifier que : pour tout x réel, (V > z) = (U > z) N (Uz > x)
(b) En déduire, pour tout x réel, P(V > z) en fonction de P(U > x).

(c) Etablir que la variable V' admet pour fonction de répartition la fonction G définie par:

G(x)=0 si x<0
G(r)=2x—2> si z¢€[0,1]
Gx)=1 siox>1

(d) En déduire une densité de probabilité g de la variable V.

(e) Montrer que V' admet une espérance et une variance que ’on calculera.

Exercice 3

Partie I
On considére dans M3(R) les 6 matrices suivantes:
1
(311 3 00 100 1 0 3 (3 -1 -1
M==lo0 3 2|, D= 1 CI=lo 10|, P=(-2 -1 2|, T==(2 2 -6],
4 0 0 2
1 01 4 0 0 1 1 1 1 -3 1 9
0 0 1
3 3 3
et L=—-12 2 2
1 11



1. (a) Montrer que la matrice P est inversible et calculer P~! (les détails des calculs figureront sur la copie).

(b) On constate que: M.T = I. En déduire que M est inversible et donner la matrice M 1.

Vérifier que P~1.M.P = D.
Pour tout entier naturel n, donner l’expression de M" en fonction de P, D™ et P~1.
Pour tout entier naturel n, exprimer les coefficients de la matrice D".

On désigne par A la matrice dont les coefficients sont les limites quand n tend vers +oo des coefficients
de la matrice D™ et I'on admet que : lim M"™ = PAP!,

n—-+o00

Déterminer la matrice A et montrer que : lirf M™ = L.
n—-roo

Partie I1

Une administration, dont on suppose l'effectif constant, répartit ses employés d’une année sur 'autre, au hasard
entre trois secteurs A, B et C, en respectant les proportions suivantes :

e 75% des employés du secteur A y restent ’année suivante tandis que 25% vont travailler dans le secteur C,
e 75% des employés du secteur B y restent année suivante tandis que 25% vont travailler dans le secteur A,

e 25% des employés du secteur C' y restent 'année suivante tandis que 25% vont travailler dans le secteur A
et 50% dans le secteur B.

1. On désigne par a, b et c les effectifs respectifs dans les secteurs A, B et C' au cours de la premieére année de
fonctionnement. Au cours de la deuxiéme année, les effectifs dans les secteurs A, B et C' sont respectivement
de 35, 30 et 15 employés.

a 35
Onpose: X=|b] et B=1{30
c 15

(a) Vérifier que: M.X = B, ou M est la matrice définie dans la partie I.
(b) En déduire, a l'aide de la question 1.(b) de la partie I, les valeurs de a,b et c.

2. La premiére année, un employé E travaille dans le secteur A. Pour tout entier naturel non nul n, on désigne

par :
e A, lévénement : "E travaille dans le secteur A la n’*™¢ année",
e B, I’événement : "E travaille dans le secteur B la n'®™¢ année",
e C, lévénement : "E travaille dans le secteur C' la n’*™€ année",
lim a,
Qp, n——+00
et on pose : a, = P(A,),b, = P(B,),cn, = P(Cy),Up= by | ,et U= nk&loob”
Cn, lim ¢,
n—-+00

(a) M désigne la matrice de la partie I. En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme
complet d’événements {A,, By, Cy}, établir que: U,41 = M.U,.

(b) Montrer par récurrence que : pour tout entier naturel n non nul, U, = M"~1.U;.

(¢) L désigne la matrice de la partie I et 'on admet que : U = L.U;. Déterminer les limites quand n tend
vers +oo des probabilités a,, b, et c,.



