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Dans ce problème, on dira qu�une fonction numérique f possède un développement asymptotique à l�ordre n au
voisinage de +1 si :

1. f est dé�nie sur un intervalle du type ]�;+1[� R+

2. il existe n+ 1 nombres réels : a0; a1; :::; ai; :::; an et une fonction "n; avec lim
x!+1

"n(x) = 0, tels que :

(1) f(x) = a0 +
a1
x
+ � � �+ ai

xi
+ � � �+ an

xn
+ (

1

xn
)"n(x)

La formule (1) s�appelle développement asymptotique de f; à l�ordre n; au voisinage de +1
On pose Sn(x) = a0 +

a1
x
+ � � �+ ai

xi
+ � � �+ an

xn
; on l�appelle partie régulière à l�ordre n du développement

asymptotique de f:

On dé�nit de même un développement asymptotique à l�ordre n au voisinage de �1

PARTIE I

1. Démontrer que si f admet un développement asymptotique à l�ordre n; au voisinage de +1; celui-ci est
unique.

2. Démontrer que si f admet un développement asymptotique à l�ordre n; au voisinage de +1; il en est de
même pour la fonction g dé�nie par :

g(x) = f(x) + e�bx (b > 0 donné)
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3. Soit � un réel �xé, et soit E�;n l�ensemble des fonctions f dé�nies sur ]�;+1[ à valeurs dans R et admettant
un développement asymptotique à l�ordre n au voisinage de +1:

(a) Montrer que pour les opérations usuelles E�;n possède d�une part une structure d�espace vectoriel sur
R; d�autre part une structure d�anneau commutatif unitaire.

(b) Comment obtient-on la partie régulière du développement asymptotique du produit de deux fonctions
de E�;n ?

4. (a) Montrer que pour tout x strictement positif, on a :

arctanx =
�

2
� arctan 1

x

(b) Déterminer le développement à l�ordre 2n+ 1; au voisinage de +1 de la fonction x 7! arctanx:

(c) Quel est le développement asymptotique à l�ordre 2n+1 au voisinage de �1 de la fonction x 7! arctanx

PARTIE II

Soient � et K les fonctions de la variable réelle x dé�nies par :

�(x) =
2p
�

xZ
0

e�t
2
dt et K(x) = 1� �(x)

1. (a) Montrer que, pour tout x 2 R :

K(x) =
2p
�

+1Z
x

e�t
2
dt

(b) En déduire que pour x > 0 :

K(x) =
1p
�

+1Z
x2

u�1=2e�udu

2. On considère l�intégrale :

In(x) =

+1Z
x2

e�u

e(2n+1)=2
du où n 2 N et x 2 R�

(a) Prouver que quel soit n; In(x) est convergente.

(b) Etablir la relation de récurrence :

In(x) =
e�x

2

x2n+1
� 2n+ 1

2
:In+1(x)

(c) Démontrer que pour n > 0 :
lim

x!+1
ex

2
In(x) = 0

3. Déduire de ce qui précède le développement asymptotique à l�ordre 2n+ 1 : ex
2
K(x); au voisinage de +1:

4. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Laplace-Gauss centrée réduite, et soit f sa fonction de
répartition.

(a) Etablir la relation :

2F (x) = 1 + �(
xp
2
)

(b) En déduire que f(x) = 1�e�x2=2H(x) est une fonction dont on donnera le développement asymptotique
à l�ordre 2n+ 1 au voisinage de +1
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