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EXERCICE 1

On considère la fonction numérique f dé�nie par la relation :

f(x) =
x2 � 1
4

� 1
2
lnx

1. Etudier les variations de f et construire la courbe représentative de cette fonction.

2. Déterminer la position de la courbe représentative de f par rapport à la parabole d�équation

y =
1

2
(x� 1)2

3. Pour tout élément x de l�intervalle ]0; 1[, calculer
1R
0

f(t)dt.

En déduire lim
x!0+

1R
x
f(t)dt

4. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 3

(a) Calculer :
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On utilisera la relation :
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(b) Prouver que :
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5. A l�aide des questions précédentes, montrer que :

lim
n!+1
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n
ln
n!

nn
= �1

EXERCICE 2

I.

On considère la matrice carrée d�ordre 3 :

A =

0@ 1 2 0
2 1 0
0 1 0

1A
1. Trouver toutes les matrices carrées réelles B d�ordre 3 telles que AB = 0.
Déterminer la dimension de l�espace vectoriel formé par ces matrices B.

2. Trouver toutes les matrices carrées réelles B d�ordre 3 telles que AB = BA = 0.
Déterminer la dimension de l�espace vectoriel formé par ces matrices B.

3. Calculer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ? Si oui, expliciter une base de
vecteurs propres.

II.

Plus généralement, soit E une espace vectoriel de dimension n sur R, où n est un nombre entier naturel non nul.
On considère des endomorphismes u et v de E.

1. On suppose que :
vu = uv = 0

(a) Montrer que Im(u) � ker(v) et Im(v) � ker(u).
(b) Montrer que :

dimker(u) + dimker(v) > n

2. On suppose que Im(u) � ker(v) et Im(v) � ker(u). Montrer que uv = vu = 0.

3. La propriété uv = 0 implique-t-elle la propriété vu = 0 ? Donner éventuellement un contre-exemple.

EXERCICE 3

Pour tout entier naturel n tel que n > 4, on pose :

fn(x) = 0 si x < 0

fn(x) =
an

(x+ 1)n
si x > 0

où an est un réel.

1. Pour quelle valeur de an la fonction fn est-elle une densité de probabilité ?

2. On prend désormais pour an la valeur trouvée dans la question 1). On note Xn une variable aléatoire réelle
de densité fn.
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(a) Déterminer la fonction de répartition Fn de Xn.

(b) On pose Yn = Xn + 1. Calculer l�espérance et la variance de Yn. En déduire l�espérance et la variance
de Xn.

3. Soit Zn = �Xn.

(a) Trouver la fonction de répartition Gn et la densité de probabilité gn de Zn.

(b) Pour tout nombre réel x, on pose G(x) = lim
n!+1

Gn(x). Montrer que la fonction G ainsi dé�nie est une

fonction de répartition. Quelle est la loi de probabilité d�une variable aléatoire Z ayant G pour fonction
de répartition ?
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