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Objectif du problème: on note E l�espace vectoriel sur R des fonctions à valeurs réelles, continues sur un
intervalle [a; b] où a < b. On rappelle qu�une fonction a¢ ne sur un intervalle J est une fonction f dé�nie sur J
par une relation de la forme f(t) = �t+ �, où � et � sont des nombres réels.
Étant donné un nombre entier n > 2 et une subdivision de [a; b], c�est-à-dire une suite strictement croissante
�n = (x0; x1; : : : ; xn) de n + 1 éléments de [a; b], avec x0 = a et xn = b, on note E(�n) l�ensemble des fonctions
f dé�nies sur [a; b] telles que chacune des restrictions de f aux intervalles [xk; xk+1], où k prend les valeurs
0; 1; : : : n� 1, soit une fonction a¢ ne.
L�objet du problème est d�étudier l�approximation d�une fonction de classe C2 sur [a; b] par des éléments de E(�n)

Première partie : Etude de E(�2)

Dans cette partie, on prend n = 2, ainsi x0 = a et x2 = b. On pose c = x1.

1. Montrer que E(�2) est un sous-espace vectoriel de E.

2. Soit f un élément de E(�2). Calculer f(t) en fonction de f(a), f(b) et f(c) pour a 6 t 6 c, puis pour
c 6 t 6 b.

3. Soit � l�application de E(�2) dans R3 dé�nie par �(f) = (f(a); f(b); f(c)). Montrer que � est un isomor-
phisme d�espaces vectoriels. En déduire la dimension de E(�2).

4. On dé�nit trois éléments f0, f1 et f2 de E(�2) par les conditions:

�(f0) = (1; 0; 0) �(f1) = (0; 1; 0) �(f2) = (0; 0; 1)

(a) Représenter graphiquement les fonctions f0, f1 et f2.
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(b) Montrer que (f0; f1; f2) est une base de E(�2).

5. On considère les fonctions g0, g1 et g2 dé�nies sur [a; b] par les relations:

g0(t) = jt� aj g1(t) = jt� cj g2(t) = jt� bj

(a) Montrer que (g0; g1; g2) est une base de E(�2). Calculer les coordonnées de chacune des fonctions g0,
g1 et g2 dans la base (f0; f1; f2).

(b) Soient �, � et  des nombres réels non nuls. On pose:

A =

0@0 � �
� 0 
�  0

1A
Montrer que la matrice A est inversible et calculer son inverse.

(c) En déduire les coordonnées de chacune des fonctions f0, f1 et f2 dans la base (g0; g1; g2).

Deuxième partie : Etude de E(�n)

Dans cette partie on prend a = 0, b = 1 et xk =
k

n
pour tout nombre entier naturel k 6 n. L�espace vectoriel

E(�n) sera noté plus simplement En.

1. Prouver que En est un sous-espace vectoriel de l�espace vectoriel E des fonctions continues sur [0; 1].

2. Soit � l�application de En dans Rn+1 dé�nie par �(f) = (f(x0); f(x1); : : : ; f(xn)). Montrer que � est un
isomorphisme d�espaces vectoriels. En déduire la dimension de En.

3. On dé�nit une famille (f0; f1; : : : ; fn) d�éléments de En par les conditions:

�(fk) = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0)

le nombre 1 étant à la (k + 1)i�eme place. Autrement dit fk(xk) = 1 et fk(xj) = 0 pour j 6= k.

(a) Montrer que (f0; f1; : : : ; fn) est une base de En.

(b) Montrer que, pour tout élément g de En, on a l�égalité:

g =
nX
k=0

g(xk)fk

4. Pour tout nombre entier naturel k 6 n, on considère la fonction gk dé�nie sur [0; 1] par la relation :

gk(t) = jt� xkj

(a) Montrer que les fonctions gk appartiennent à En.

(b) Soit (�0; �1; : : : ; �n) un élément de Rn+1. On pose:

g =
nX
k=0

�kgk

Soit j un nombre entier compris entre 1 et n� 1. Si on suppose que �j 6= 0, montrer que la fonction g
n�est pas dérivable en xj .

5. (a) En déduire que la famille (g0; g1; : : : ; gn) est libre. Est-ce une base de En?
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(b) En déduire aussi que f0, f1,. . . , fn peuvent s�écrire sous la forme:8><>:
f0 = �0g0 + �0g1 + �0gn

fk = �kgk�1 + �kgk + �kgk+1 si 1 6 k 6 n� 1
fn = �ng0 + �ngn�1 + �ngn

Pour les entiers k compris entre 1 et n� 1, on commencera par montrer que fk est de la forme

fk = �kg0 + �kgk�1 + �kgk + �kgk+1 + �kgn

puis que �k = �k = 0 en considérant les restrictions de fk aux deux intervalles [x0; x1] et [xn�1; xn].

(c) Calculer, à l�aide des résultats de la première partie, les nombres �k, �k et �k.

6. Application. On considère la matrice carrée An d�ordre n+1 dont l�élément de la ii�eme ligne et de la ji�eme

colonne est ji� jj. Ainsi:

An =

0BBBBBBBBB@

0 1 2 � � � � � � n� 1 n
1 0 1 � � � � � � n� 2 n� 1
2 1 0 � � � � � � n� 3 n� 2
...

...
...

...
...

...
...

n� 2 n� 3 � � � � � � 0 1 2
n� 1 n� 2 � � � � � � 1 0 1
n n� 1 � � � � � � 2 0 1

1CCCCCCCCCA
(a) Calculer les coordonnées de gk dans la base (f0; f1; : : : ; fn). Interpréter la matrice:

Pn =
1

n
An

(b) Prouver que la matrice An est inversible et calculer son inverse.

Troisième partie

Dans cette partie, on approche une fonction de classe C2 sur [0; 1] par des éléments de En.

1. On considère une fonction de classe C2 sur un intervalle [a; b], où a < b, telle que f(a) = f(b). Soit c un
élément de ]a; b[ et �2 = (a; b; c).

(a) Soit ' un élément de E(�2) tel que '(a) = '(b) = 0. Établir l�égalité:

bZ
a

'(t)f 00(t)dt = (f(c)� f(a))
�
'0(b)� '0(a)

�
(b) Déterminer un élément 'c de E(�2) tel que, quelle que soit f :

bZ
a

'c(t)f
00(t)dt = f(c)� f(a)
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