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La présentation, la lisibilité, l�orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l�appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d�aucun document : l�utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite.
Seule l�utilisation d�une règle graduée est autorisée.

Une éprouvette contient 10 bactéries, 4 sont des bactéries de type A, 6 de type B. On les laisse se reproduire en
milliers d�exemplaires, la proportion de bactéries de chaque type restant inchangée. On prélève alors, au hasard,
10 bactéries que l�on met dans une autre éprouvette. On les laisse se reproduire en milliers d�exemplaires dans les
mêmes conditions que précédemment, et on recommence l�expérience.

Que se passe-t-il après un grand nombre d�expériences ?
L�énoncé théorique ci-dessous propose un modèle probabiliste pour répondre à cette question.

Dé�nitions.

Soit une variable aléatoire X ; on note E(X) l�espérance de X si celle-ci existe.

On note N un entier supérieur ou égal à 2 et k0 un entier de [[0; N ]]. On pose p =
k

N
et q = 1� p.

Soit (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires dé�nies sur un espace de probabilité (
;A; P ), à valeurs dans [[0; n]],
dont les lois de probabilité sont dé�nies de la manière suivante :

� X0 est la variable certaine égale à k0.

� X1 suit la loi binomiale de paramètres N et p. (Par convention, on dit que la loi binomiale de paramètres
N et 0 est la loi de la variable certaine égale à 0 et que la loi binomiale de paramètres N et 1 est la loi de
la variable certaine égale à N).
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Pour tout entier n non nul et tout entier k de [[0; N ]] tel que P (Xn = k) 6= 0, la loi conditionnelle de Xn+1, sachant
(Xn = k) est la loi binomiale de paramètres N et

k

N
. En d�autres termes :

pour tout entier n non nul et tout entier k de [[0; N ]] tel que P (Xn = k) 6= 0 et pour tout entier i de
[[0; N ]],

P (Xn+1 = i=Xn = k) =
�
N
i

�� k
N

�i�
1� k

N

�N�i
(avec la convention habituelle que 00 = 1).

On a de plus l�hypothèse (H) :

pour tout entier n non nul, pour tout n-uplet (k1; : : : ; kn) de [[0; N ]]n tel que P (Xn = kn; : : : ; X1 =
k1) 6= 0, pour tout entier i de [[0; N ]],

P (Xn+1 = i=Xn = kn; : : : ; X1 = k1) = P (Xn+1 = i=Xn = kn)

Cette hypothèse n�est utile que pour la question 6. de la partie 1.

On dé�nit la suite de variables aléatoires (Fn)n>0, par Fn =
Xn
N
.

PRELIMINAIRE

Dans l�exemple ci-dessus, en appelant N le nombre de bactéries prélevées à chaque expérience, k0 le nombre de
bactéries de type A dans la première éprouvette au début de la première expérience et n le numéro de l�expérience,
donner une interprétation de la variable Xn et justi�er par des arguments tirés du cours, l�utilisation de la loi
binomiale. Comment interpréter l�hypothèse (H) ?

Partie 1

Dans cette partie, N = 3.

1. Que dire de la suite (Xn)n>0 si k0 = 0 ? Si k0 = 3 ?

On suppose désormais, dans la suite de cette partie, que k0 = 1.

2. Pour tout entier n, on pose Un =

0BB@
P (Xn = 0)
P (Xn = 1)
P (Xn = 2)
P (Xn = 3)

1CCA. Montrer que Un+1 = AUn où

A =

0BBBBBBBBBBB@
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3. (a) Soit le vecteur ligne V = (0; 1; 2; 3). Calculer V A.

(b) Montrer que E(Xn) = V Un, pour tout entier n. En déduire la valeur de E(Xn)
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4. (a) On pose Y2 =

0BB@
1
�3
3
�1

1CCA et Y =

0BB@
1
�1
�1
1

1CCA. Calculer AY2 et AY3 en fonction de Y2 et Y3.
(b) Montrer que A est diagonalisable. Donner ses valeurs propres et une base de vecteurs propres.

(c) Calculer An pour tout entier n.

5. (a) Montrer que la loi de Xn est donnée par :

P (Xn = 0) =
2

3
� 1
2
(
2

3
)n � 1

6
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9
)n; P (Xn = 1) =
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�
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�
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(b) Montrer que la suite (Fn)n>0 converge en loi. Quelle est la loi limite ?

6. Pour tout entier n non nul, on dé�nit l�événement Bn =
nT
k=1

(Xk 6 1).

On pose x1 = P (X1 = 0),
pour tout entier k supérieur ou égal à 2, xk = P (X1 = 1; : : : ; Xk�1 = 1; Xk = 0),
et pour tout entier k non nul, yk = P (X1 = 1; : : : ; Xk = 1).

(a) Exprimer pour tout entier k non nul, xk+1 et yk+1 en fonction de yk.
En déduire les valeurs de xn et yn pour tout entier n non nul.

(b) Montrer que P (Bn) =
nP
k=1

xk + yn. En déduire P (Bn) et la limite de la suite (P (Bn))n>1.

(c) En déduire la probabilité qu�il existe n véri�ant Fn > 0; 5.

Partie 2

Dans cette partie, N est un entier supérieur ou égal à 2 et k0 un entier de [[1; N � 1]]

On pose pour tout entier n, un = P (Xn = 0) + P (Xn = N) et vn = 1� un.

A. Loi de Xn

1. Montrer que pour tout entier i de [[0; N ]],

P (Xn+1 = i) =

NX
k=0

P (Xn = k)
�
N
i

�
(
k

N
)i(1� k

N
)N�i

2. Montrer que pour tout entier n, E(Xn+1) = E(Xn).

3. (a) Montrer que pour tout entier n,

E(Xn+1(N �Xn+1)) =
N � 1
N

E(Xn(N �Xn)):

(b) En déduire la valeur de E(Xn(N �Xn)) en fonction de n, N et k0.

4. Montrer que la suite (un)n>0 est croissante et convergente.

5. (a) Soit X une variable aléatoire à valeurs dans R+, prenant un nombre �ni de valeurs.

Montrer que pour tout réel a strictement positif, P (X > a) 6 E(X)

a
.
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(b) Etudier sur [1; N � 1] la fonction f dé�nie par :

8x 2 [1; N � 1] f(x) = x(N � x):

(c) En utilisant la valeur de E(Xn(N �Xn)), montrer que pour tout entier n,

0 6 vn 6 pq
�
1� 1

N

�n
6. (a) Quelle est la limite de la suite (vn)n>0 ?

(b) En déduire que pour tout entier k de [[1; N � 1]], lim
n!+1

P (Xn = k) = 0.

(c) En utilisant le résultat du 2), montrer que lim
n!+1

P (Xn = N) = p.

Déterminer lim
n!+1

P (Xn = 0).

(d) Montrer que la suite (Fn)n>0 converge en loi. Quelle est la loi limite ?

B. Temps d�arrêt

On dé�nit la variable aléatoire T par :

� si pour tout entier n, (Xn 6= 0) et (Xn 6= N), alors T = 0

� sinon, T = n où n est le plus petit entier k tel que (Xk = 0) ou (Xk = N).

1. Que vaut P (T = 0) ?
Montrer que pour tout entier n non nul, P (T = n) = vn�1 � vn.

2. (a) Montrer que :
nP
k=1

kP (T = k) =
n�1P
k=0

vk � nvn.

(b) En déduire que T admet une espérance et que E(T ) 6 pq ( on ne cherchera pas à calculer E(T ) ).

C. Retour aux bactéries

Dans l�exemple des bactéries, on a posé la question : " Que se passe-t-il après un grand nombre d�expériences ? ".
Pouvez-vous maintenant y répondre ?
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