
ISG 1987 Option économique et technologique

EXERCICE

Soit a un réel et b un réel strictement positif. Pour toute fonction f de classe C1 sur l�intervalle J = [a� b; a+ b];
à valeurs dans R; on notera f (n) sa dérivée ni�eme.

1. Montrer par récurrence sur n 2 N�, et à l�aide d�une intégration par parties que :

8x 2 J ; f(x) =

nX
k=1

(x� a)k
k!

f (k)(a) +
1

n!

xZ
a

(x� t)nf (n+1)(t)dt:

2. En notant Pn le polynôme Pn(x) = f(a) +
nP
k=1

(x� a)k
k!

f (k)(a) et Mn la borne supérieure de l�image de J

par l�application continue, x 7!
��f (n)(x)��, montrer que :
8x 2 J ; jf(x)� Pn(x)j 6

Mn+1

(n+ 1)!
jx� ajn+1

3. Application numérique :

On se propose de calculer une valeur approchée de l�intégrale I =

1
4R

� 1
4

ex jln(1 + x)j dx: On prend désormais

f(x) = ln(1 + x); a = 0, b =
1

4
et donc J = [�1

4
;
1

4
]

(a) Calculer f (k)(x) et Mk pour tout k 2 N�:
(b) Trouver un entier n0 > 0 tel que : 8x 2 J ; jf(x)� Pn0(x)j < 10�3:

Expliciter les coe¢ cients de Pn0 et étudier son signe sur J :

(c) Sit J =

1
4R

� 1
4

ex jPn0(x)j dx: Donner un majorant de jI � J j sous la forme �:10�4; où � 2 N�:

(d) Déterminer une primitive de exPn0(x) sous la forme e
xQn0(x); où Qn0 est un polynôme de même degré

que Pn0 ; puis donner la valeur de J arrondie à la quatrième décimale.

(e) En déduire une valeur approchée de I à 10�3 près.

Probleme

Première partie

On désigne par S l�ensemble des suites réelles. On rappelle que si u = (un)n>0 et v = (vn)n>0 sont des éléments
de S et � un réel, u � v désigne la suite w = (wn)n>0 telle que 8n > 0; wn = un � vn et �u désigne la suite
x = (xn)n>0 telle que 8n > 0; xn = �un: (S;+; :) est alors un espace vectoriel réel, ce qu�on ne demande pas de
véri�er.

1. Soient a; b; c trois réels �xés. On appelleE l�ensemble des suites réelles u = (un)n>0 véri�ant la relation de
récurrence linéaire

(E) 8n > 0; un+3 + aun+2 + bun+1 + cun = 0

Démontrer que E est non vide et est un sous-espace vectoriel de S:
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2. On note f l�application de E dans R3 dé�nie par :

8u = (un)n>0 2 E ; f(u) = (u0; u1; u2)

Démontrer que f est un isomorphisme de E sur R3:
Que peut-on en conclure sur la dimension de E ?

Deuxième partie

On considère une urne contenant 3 boules de couleurs di¤érentes. On e¤ectue des tirages successifs avec remise.
On s�arrête dès qu�on a obtenu 3 boules consécutives de la même couleur. On note X la variable aléatoire "nombre
de tirages e¤ectués", à valeurs dans N�:

1. Soit pn = P (X = n) et cn = P (X 6 n) pour n > 1:
Bien entendu, p1 = p2 = c1 = c2 = 0: Que valent p3; p4; c3; c4 ? Plus généralement, que vaut cn en fonction
des pk; k 6 n ?

2. Démontrer que, 8n > 1; pn+3 =
2

27
(1� cn): En déduire que 8n > 2; pn+3 � pn+2 +

2

27
pn = 0

3. (a) Véri�er que le polynôme P (x) = x3 � x2 + 2

27
peut se mettre sous la forme (x � 1

3
)Q(x) où Q(x) est

un polynôme du second degré dont on calculera les 2 racines réelles �1 et �2: On notera �3 =
1

3
:

(b) Démontrer que les 3 suites (�n1 )n>0, (�
n
2 )n>2 et (�

n
3 )n>3 sont linéairement indépendantes dans S et sont

solutions de l�équation :

(E0) 8n > 0; un+3 � un+2 +
2

27
un = 0

(c) A l�aide des résultats de la première partie, montrer l�existence de 3 constantes réelles �1; �2; �3 telles
que :

8n > 2; Pn =

3X
i=1

�i�
n�2
i

Donner les valeurs de �1; �2; �3:

4. (a) Calculer cn pour tout n > 2: Véri�er que cn a pour limite 1 quand n tend vers +1
(b) Calculer l�espérance de X: Véri�er que E(X) 2 N�:
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