INSEE1998 Option économique

PROBLEME I

Notations :

e Pour deux entiers naturels p et ¢, ¢ > p, on note [p, ¢] = [p, ¢ NN, c’est-a-dire I’ensemble des entiers naturels
compris au sens large entre p et q.

PARTIE A

Soit P une probabilité et X une variable aléatoire & valeurs dans N*.

1. Montrer que pour tout n € N*,

2. On suppose que
lim [nP(X >n)]=0

n—-4o00

et que la série de terme général u;, = P(X > k) converge. Montrer que X admet une espérance et que
—+00
E(X)=) _ P(X>k).
k=0

3. Réciproquement, on suppose que X admet une espérance. Montrer que :

lim (nP(X >n))=0

n—-+o0o

et en déduire que

E(X) = +fP(X > k)
k=0

PARTIE B

On joue avec une "machine a sous" qui comporte N fenétres (N € N, N > 2). La machine peut afficher dans
chaque fenétre, de facon indépendante et au hasard, un symbole parmi plusieurs possibles dont un symbole appelé
"joker", qui est affiché avec une probabilité p €]0,1[. On note ¢ =1 — p.

Au départ du jeu, toutes les fenétres de la machine sont vides. A la premiére partie, la machine affiche au hasard
un symbole dans chaque fenétre. A chaque partie suivante, la machine laisse les jokers déja apparus et affiche au
hasard un symbole dans les autres fenétres.

On gagne si et seulement si la machine affiche un joker dans chaque fenétre.

On désigne par Sy la variable aléatoire du nombre de parties nécessaires pour gagner.

1. (a) Pour tout i € [1,N], on note X; la variable aléatoire du nombre de parties nécessaires pour que la
machine affiche (pour la premiére fois) un joker dans la fenétre numeéro i.
Déterminer la loi de probabilité de X;.

(b) Soit n € NX. En déduire que la probabilité de gagner en au plus n parties est (1 — ¢™)".
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(c) Sile nombre de parties n’est pas limité, est-on sir de gagner ?

2. Justifier que, pour tout k € N*,

1 /dt 1
k+1 t k
k
et en déduire que, pour N — 400,
N
l

Soit f la fonction définie par :
@) =1-(1—q).

3. (a) Etudier brievement f sur R;.

(b) Déterminer un équivalent de f(x) pour x — +o00.
En déduire la nature de la série de terme général g(k), k € N.

+oo
(c) Montrer que [ f(z)dx converge et calculer sa valeur.
0

4. (a) Justifier que Sy admet une espérance, noté E(Sy) et montrer que

00 +00
/ flz)dr < E(Sy) <1+ / f(x)dx.
0 0

On pourra utiliser la partie A.

(b) En déduire que, pour N — o0,

In N

(c) Dans cette question, on suppose qu’il y autant de symboles différents que de fenétres et que dans chaque
fenétre, chaque symbole a la méme probabilité d’apparition.
Quelle est la limite de E(Sy) pour N — +oo dans ce cas ?

PROBLEME I1

Rappels et notations :

e Pour toute matrice A = (a; ;) € M, »(R), on désigne par ‘A la matrice de M, ,(R) dont le terme d’indice
(i,7) vaut a;;.

Deux matrices A et A" de 9,,(R) sont dites semblables si et seulement si il existe une matrice inversible
P € M, (R) telle que A’ = P7LAP.

On rappelle le théoréme du rang :
Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et ¢ € L(E, F'). Alors on a :

dim E = dim (ker ) + dim (Im ¢) .

On dit que la somme de deux sous-espaces vectoriels F' et G d’un espace vectoriel E est directe lorsque
F NG = {0} et on note alors F' & G le sous-espace F' + G.

Pour k € N*, I'espace vectoriel R¥ est rapporté a sa base canonique, notée Bj.
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e On rappelle qu'a un vecteur z € R¥ de coordonnées (21, ..., ) dans la base By, on associe la matrice colonne
€1

X =

Lk

e A deux vecteurs z et y de R* de coordonnées respectives (1, ..., k) €t (y1,...,yx), on associe le réel

k
(z]y) = Zfﬂzyz
i=1

PARTIE A
1. (a) Vérifier que si X et Y sont les matrices colonnes associées aux vecteurs = et y de R¥
XY =(z]y)=(y|2)= VX

Que dire d’un vecteur = € R¥ tel que (z | z) =0 ?

(b) Montrer que pour tous vecteurs z,z’,y de RF et tout scalaire A € R, on a :
((z+A2") [y) = (z [ y) + A" | y).
Soit F un sous-espace vectoriel de R¥. On considére I’ensemble, noté F-, défini par
Ft={zeRF | (WeF) (z|y) =0}
2. (a) Montrer que F- est un sous-espace vectoriel de RF.
(b) Montrer que F'N F+ = {0}.
3. (a) Soit p la dimension du sous-espace vectoriel F @& F'* et (fy,..;, fp) une base de F' @ F L. On considére
I’application
> - { RF — R*
‘ T = ((‘T | fl)v"'a(mafp))
Soit = € ker ®. Montrer que z € F+. En déduire que # = 0 (on pourra calculer (x | x)).
(b) En déduire que R¥ = F @ F+.
(c) Montrer que (FL)l = F.

PARTIE B

Dans toute la suite du probleme, A € M, ,(R) est une matrice associée dans B, et BB, & une application linéaire
u € L(RP,R™).

On note ‘u € L(R",R?) I'application linéaire de matrice ‘A dans les bases B,, et B,.

Soit A une matrice de My n(R) vérifiant 1'égalité

(3): AAA=A.
On désigne par u Papplication linéaire associée a A dans B, et Bp.
1. Prouver que si n = p et si rg A = n alors il n’existe qu'une seule matrice A vérifiant (3).

2. On suppose que n = p et que A est semblable & une matrice de la forme

, (M 0
=0 0):

ot M est une matrice carrée de taille r inversible.
Déterminer une matrice A vérifiant (3). Montrer que cette matrice n’est pas en général unique.
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3. Dans cette question, on considére les matrices

o 3 3
2 2
A=|_, 3 3| et B=‘aAA
2 2
—2 0 0

(a) Montrer que B admet trois valeurs propres A\; > A2 > A3. Déterminer une base de R? formée de vecteurs
propres de B, associés aux valeurs propres rangées par ordre décroissant; on imposera & la matrice de
passage P d’avoir tous ses termes diagonaux égaux a 1.

(b) Trouver une matrice B vérifiant BBB = B.

On revient au cas général.

4. Prouver que
ker(*u) = (Tmu)™*.

On pourra utiliser Pécriture matricielle (z | y) = ' XY.

5. Soit A € M, ,(R), B="4A et B une matrice vérifiant BBB = B.
On introduit ’endomorphisme v € L(R?) de matrice B dans la base B, et I'on considére I’endomorphisme
de R™, w = u o wvo tu.

)L

(a) Prouver que si z € (Imu)—, on a w(z) = 0.

(b) Soit y = u(z) un vecteur quelconque de Im u. Prouver que w(y) — y € ker(‘u).

(c) En déduire, a l'aide de la question B. 4. que y € Imu < w(y) = y.

On a donc prouvé que si z = o+ 3 est un vecteur de R” avec o € Imu et 5 € (Imu)*

,onaw(r)=a.

PARTIE C

Soit 1o € R"; on cherche & déterminer 'ensemble S des vecteurs  tels que yo — u(x) € (Imu)*.

1. Dans le cas particulier ou yg = u(xg) € Imu, déterminer ’ensemble S correspondant a 1'aide de xq et w.

2. Dans le cas général, en considérant w(yp) (ou w a été défini a la question B. 5.), déterminer un vecteur xg
particulier appartenant & S en fonction de xyg.

3. Dans cette question, on considére le vecteur yg € R? de coordonnées (0,0, 1) et ’endomorphisme u € £(R3)
de matrice A € M3(R) définie & la question B. 3. Déterminer I’ensemble S correspondant.



