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EXERCICE 1

On considère sur un espace probabilisé  
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  de variables aléatoires indépendantes, de même loi définie pour tout entier  
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où  
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  est un réel tel que  
[image: image6.wmf]01

p

<<

 .On définit la suite de variables aléatoires  
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1) On pose :
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a) Calculer  
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b) Montrer que :  
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  où  
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  est la matrice  
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c) Montrer que :
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d) où  
[image: image15.wmf]n
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  est un réel tel que  
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  et donner une relation de récurrence entre  
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e) En déduire une expression explicite de  
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  en fonction de  
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f) Montrer que  
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  .Que peut-on en déduire pour la suite de variables aléatoires  
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[image: image24.wmf]n

  tend vers  
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2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur  
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  pour que les variables  
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  soient indépendantes.On suppose cette condition réalisée : quelle est alors la loi de  
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où  
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  pour tout  
[image: image32.wmf]i

  (  
[image: image33.wmf]1

in

„„

 )Que peut-on en déduire pour la suite de variables aléatoires  
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EXERCICE 2

Soit  
[image: image35.wmf]E

  l'espace vectoriel des fonctions réelles définies et continues sur  
[image: image36.wmf]R

 .

A toute fonction  
[image: image37.wmf]f

  de E, on associe la fonction  
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  définie par :  
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1) Montrer que  
[image: image40.wmf]F

  est définie, continue et dérivable sur  
[image: image41.wmf]R

 . Calculer  
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2) Déterminer  
[image: image43.wmf]F

  dans les cas suivants :

a)  
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3) Soit  
[image: image46.wmf]T

  l'application de  
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  dans lui-même définie par :  
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a) Montrer que  
[image: image49.wmf]T

  est linéaire.

b) Est-elle injective ? surjective ?

4) On dit que le réel  
[image: image50.wmf]l

  est valeur propre de  
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  s'il existe une fonction non nulle  
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  de  
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  vérifiant  
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  est appelée fonction propre associée à la valeur propre  
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a) Montrer que  
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  est valeur propre de  
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b) Montrer que pour tout réel  
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 , la fonction  
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  est une fonction propre associée à une valeur propre  
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  que l'on déterminera.

c) Etudier les variations de cette fonction  
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  sur  
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  et en déduire que tout réel positif est valeur propre de l'application  
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PROBLEME

L'objectif de ce problème est de "prolonger" la fonction factorielle  
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  définie sur  
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  en une fonction définie sur les réels qui ne sont pas des entiers négatifs. On étudie ensuite quelques propriétés de cette fonction.
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  est l'ensemble des réels,  
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  l'ensemble des entiers naturels et  
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  l'ensemble des entiers négatifs ou nuls. On pose  
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  est donc l'ensemble des réels qui ne sont pas des entiers négatifs ou nuls.
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On considère une fonction  
[image: image72.wmf]f

  définie sur une partie  
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  de  
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  et â valeurs dans  
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On dit que  
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  a la propriété  
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  si et seulement si 
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a) Montrer qu'une fonction ayant la propriété  
[image: image79.wmf]P

  ne peut être définie en  
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  entier négatif ou nul.

b) Montrer que si  
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  (On adopte la convention :  
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c) On considère la fonction  
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  définie sur  
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 .En utilisant, sans les démontrer, des résultats du cours, montrer que  
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  a la propriété  
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  et rappeler la valeur de  
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  pour  
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  entier strictement positif.

d) Montrer que pour tout  
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  réel strictement positif et tout  
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  entier strictement positif : 

e) 
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2) Pour tout élément  
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  de  
[image: image96.wmf]E

  et tout entier  
[image: image97.wmf]n

  tel que  
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a) Montrer que pour  
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b) Soit  
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  un réel négatif non entier.Montrer que  
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  est strictement positif à partir d'un rang dépendant de  
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  noté  
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  et  
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  deux entiers naturels. Pour  
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c) Le réel  
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  une fonction  
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 .Montrer que la fonction  
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 , et que pour tout  
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  réel strictement positif :  
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e) On dit que  
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  prolonge la fonction  
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  définie sur  
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Par abus de notation, on notera désormais dans tout le problème simplement  
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  et non plus  
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f) On pose : 
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 .Montrer que  
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  et  
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  sont des intégrales absolument convergentes.

g) Soit  
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  la fonction de deux variables définie sur  
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 .En appliquant l'inégalité des accroissements finis à la fonction  
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et que : 
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h) Montrer qu'il existe une constante  
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  telle que : 
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i) En déduire que la fonction  
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  est continue au point  
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3) En utilisant la question précédente, montrer que  
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 .En déduire un équivalent simple de  
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4) On admet l'équivalence suivante : 
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a) Calculer pour  
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  réel fixé  
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b) Montrer que si  
[image: image154.wmf]x

  est un entier naturel  
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 , l'équivalence  
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[image: image157.wmf]!2.

nn

nnen

p

-

:


c) Montrer que :
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d) En déduire que :
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On se propose dans cette partie de donner une autre expression de la fonction  
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  sur  
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1) Pour  
[image: image162.wmf]n

  strictement positif, on pose  
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 .Montrer que pour tout réel  
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  positif, la série de terme général  
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2) Montrer que la suite  
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  réel négatif non entier. (On remarquera que pour tout  
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  suffisamment grand).On a donc une fonction  
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  définie sur  
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  par :  
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3) Vérifier que :  
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  et retrouver le résultat suivant : la suite de terme général  
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  a une limite finie strictement positive  
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  s'appelle la constante d'Euler.(On pourra utiliser, en le justifiant, le résultat :  
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4) Montrer que : 
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5) En utilisant la question A.6.c, montrer que : 


[image: image187.wmf],()().

x

e

xExGx

x

g

-

"G=

ä


_1155767429.unknown

_1155767499.unknown

_1155767570.unknown

_1155767605.unknown

_1155767639.unknown

_1155767657.unknown

_1155767674.unknown

_1155767683.unknown

_1155767687.unknown

_1155767691.unknown

_1155767696.unknown

_1155767744.unknown

_1155767694.unknown

_1155767689.unknown

_1155767685.unknown

_1155767678.unknown

_1155767681.unknown

_1155767676.unknown

_1155767665.unknown

_1155767670.unknown

_1155767672.unknown

_1155767667.unknown

_1155767661.unknown

_1155767663.unknown

_1155767659.unknown

_1155767648.unknown

_1155767652.unknown

_1155767654.unknown

_1155767650.unknown

_1155767644.unknown

_1155767646.unknown

_1155767641.unknown

_1155767622.unknown

_1155767631.unknown

_1155767635.unknown

_1155767637.unknown

_1155767633.unknown

_1155767626.unknown

_1155767628.unknown

_1155767624.unknown

_1155767613.unknown

_1155767618.unknown

_1155767620.unknown

_1155767615.unknown

_1155767609.unknown

_1155767611.unknown

_1155767607.unknown

_1155767587.unknown

_1155767596.unknown

_1155767600.unknown

_1155767603.unknown

_1155767598.unknown

_1155767592.unknown

_1155767594.unknown

_1155767590.unknown

_1155767579.unknown

_1155767583.unknown

_1155767585.unknown

_1155767581.unknown

_1155767574.unknown

_1155767577.unknown

_1155767572.unknown

_1155767533.unknown

_1155767551.unknown

_1155767559.unknown

_1155767566.unknown

_1155767568.unknown

_1155767562.unknown

_1155767555.unknown

_1155767557.unknown

_1155767553.unknown

_1155767542.unknown

_1155767546.unknown

_1155767549.unknown

_1155767544.unknown

_1155767538.unknown

_1155767540.unknown

_1155767536.unknown

_1155767516.unknown

_1155767525.unknown

_1155767529.unknown

_1155767531.unknown

_1155767527.unknown

_1155767520.unknown

_1155767523.unknown

_1155767518.unknown

_1155767507.unknown

_1155767512.unknown

_1155767514.unknown

_1155767510.unknown

_1155767503.unknown

_1155767505.unknown

_1155767501.unknown

_1155767464.unknown

_1155767481.unknown

_1155767490.unknown

_1155767494.unknown

_1155767497.unknown

_1155767492.unknown

_1155767486.unknown

_1155767488.unknown

_1155767484.unknown

_1155767473.unknown

_1155767477.unknown

_1155767479.unknown

_1155767475.unknown

_1155767468.unknown

_1155767471.unknown

_1155767466.unknown

_1155767447.unknown

_1155767455.unknown

_1155767460.unknown

_1155767462.unknown

_1155767458.unknown

_1155767451.unknown

_1155767453.unknown

_1155767449.unknown

_1155767438.unknown

_1155767442.unknown

_1155767445.unknown

_1155767440.unknown

_1155767434.unknown

_1155767436.unknown

_1155767432.unknown

_1155767360.unknown

_1155767395.unknown

_1155767412.unknown

_1155767421.unknown

_1155767425.unknown

_1155767427.unknown

_1155767423.unknown

_1155767416.unknown

_1155767419.unknown

_1155767414.unknown

_1155767403.unknown

_1155767408.unknown

_1155767410.unknown

_1155767406.unknown

_1155767399.unknown

_1155767401.unknown

_1155767397.unknown

_1155767377.unknown

_1155767386.unknown

_1155767390.unknown

_1155767393.unknown

_1155767388.unknown

_1155767382.unknown

_1155767384.unknown

_1155767380.unknown

_1155767369.unknown

_1155767373.unknown

_1155767375.unknown

_1155767371.unknown

_1155767364.unknown

_1155767367.unknown

_1155767362.unknown

_1155767325.unknown

_1155767343.unknown

_1155767351.unknown

_1155767356.unknown

_1155767358.unknown

_1155767353.unknown

_1155767347.unknown

_1155767349.unknown

_1155767345.unknown

_1155767334.unknown

_1155767338.unknown

_1155767340.unknown

_1155767336.unknown

_1155767330.unknown

_1155767332.unknown

_1155767327.unknown

_1155767308.unknown

_1155767316.unknown

_1155767321.unknown

_1155767323.unknown

_1155767319.unknown

_1155767312.unknown

_1155767314.unknown

_1155767310.unknown

_1155767299.unknown

_1155767303.unknown

_1155767306.unknown

_1155767301.unknown

_1155767295.unknown

_1155767297.unknown

_1155767292.unknown

