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EXERCICE 1

L'espace  
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  est muni de son produit scalaire usuel. Trois réels  
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  étant donnés, on pose :
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1) Déterminer trois matrices  
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 ,  
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 ,  
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  dont les coefficients ne dépendent pas de  
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 ,  
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 ,  
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 , telles que :
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Calculer  
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 ,  
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 ,  
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 . Déterminer une relation entre  
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 ,  
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  et  
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 , ainsi qu'un polynôme annulateur de  
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 .Quelles sont les valeurs propres possibles de  
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2) Justifier qu'il existe une matrice  
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  inversible, telle que  
[image: image22.wmf]()

t

DPKP

=

  soit une matrice diagonale.
Déterminer  
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  et  
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  vérifiant les conditions précédentes et telles que  
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  est le coefficient d'indices  
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3) En écrivant  
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  en fonction de  
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 ,  
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 , déterminer la matrice  
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 . En déduire les valeurs propres de la matrice  
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 .Discuter suivant les valeurs de  
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  le nombre de valeurs propres distinctes de  
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  et préciser dans chaque cas les sous-espaces propres associés.

4) On suppose dans cette question  
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a) On définit la fonction  
[image: image46.wmf]f

  sur  
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i) Montrer que  
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ii) Montrer que  
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  et  
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  sont respectivement les minimum et maximum de  
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  et déterminer les points en lesquels ils sont atteints.

b) On cherche désormais à résoudre l'équation  
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  d'inconnue  
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i) Soit  
[image: image57.wmf]B

  une solution de l'équation (s'il en existe).Montrer que  
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  et  
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  commutent.
En déduire que si  
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  appartient au sous-espace propre  
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  attaché à la valeur propre  
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 , alors  
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  appartient aussi à  
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 .Montrer que les vecteurs propres de  
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  sont également vecteurs propres de  
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 .Justifier alors que  
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  est une matrice diagonale.

ii) Résoudre l'équation  
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  d'inconnue  
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  et donner le nombre de solutions de l'équation  
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Exercice 2.

On définit une suite réelle  
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1) Montrer que pour tout entier  
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a) Montrer que :  
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b) En déduire que pour tout entier  
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  puis que la suite  
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  converge vers  
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c) Montrer que la suite  
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  converge vers  
[image: image84.wmf]0

 , puis en remarquant que, pour tout entier n non nul,  
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2) On pose  
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 . A l'aide d'un développement limité en  
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  que l'on précisera.

3) Calculer :  
[image: image93.wmf]lim(1)

n

nn

®+¥

--

  puis  
[image: image94.wmf]1

lim()

nn

n

uu

-

®+¥

-

 .Justifier alors qu'il existe un entier naturel  
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  est croissante à partir d'un certain rang.

4) Ecrire en langage Pascal une fonction récursive ayant pour nom Suite qui calcule le terme d'indice  
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  de la suite lorsque  
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Problème.

 
[image: image104.wmf]X

  et  
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  étant deux variables aléatoires réelles, définies sur un même espace probabilisé, indépendantes, admettant pour densités respectives  
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 , on rappelle que la fonction  
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  est une densité de la variable aléatoire  
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Partie I : un calcul d'intégrale.

1) Déterminer pour quelles valeurs du réel  
[image: image111.wmf]a

  l'intégrale  
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  converge où  
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2) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que, pour tout réel  
[image: image114.wmf]a

  supérieur ou égal à 1, on a :
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En déduire que, pour tout réel  
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  supérieur ou égal à 1, on a :  
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3) Calculer  
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 . Pour  
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  entier supérieur ou égal à  
[image: image120.wmf]1

 , calculer  
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Partie II : Loi de Student à n degrés de liberté.

Pour  
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1) Justifier que, pour tout  
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  soit une densité de probabilité.
Exprimer  
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  à l'aide de  
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  (On pourra, en justifiant sa validité, utiliser le changement de variables  
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2) Soient  
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  un espace probabilisé et  
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  une variable aléatoire définie sur  
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 , de densité  
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  suit une loi de Student à  
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  degrés de liberté).

a) Montrer que  
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  admet une espérance si et seulement si  
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  et la calculer dans ce cas.

b) Montrer que  
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  admet une variance si et seulement si  
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Lorsque  
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  la loi de Student à 1 degré de liberté s'appelle loi de Cauchy et une densité sur  
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Partie III : simulation d'une loi.

Dans la plan rapporté à un repère orthonormal direct  
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 , un rayon lumineux part de l'origine  
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  et frappe un écran représenté par la droite d'équation  
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1) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire  
[image: image159.wmf]tan
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 . En déduire que  
[image: image160.wmf]tan
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  est une variable aléatoire à densité, dont on explicitera une densité.

2) Exprimer  
[image: image161.wmf]Y

 , variable aléatoire égale à l'ordonnée du point  
[image: image162.wmf]M

 , en fonction de  
[image: image163.wmf]X

 . Reconnaître la loi de  
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3) On rappelle qu'en langage Pascal, la fonction random simule une variable aléatoire de loi uniforme sur  
[image: image165.wmf]]0,1[

 . On considère le programme informatique suivant :


[image: image166.wmf]program simu;

var u,x:real;

begin

randomize;

u:=random;

x:= (pi*u-pi/2);

end.


Quelle loi de probabilité ce programme permet-il de simuler ? Expliquer.

Partie IV : Obtention d'une loi de Cauchy à partir de lois normales.

On considère un espace probabilisé  
[image: image167.wmf](,,)
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1) Soit  
[image: image168.wmf]Y

  une variable aléatoire définie sur  
[image: image169.wmf](,,)

AP

W

 , de fonction de répartition  
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 . On notera  
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  la fonction de répartition de la variable aléatoire  
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a) On suppose dans cette question que  
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  est une variable aléatoire de densité  
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  continue sur  
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 .Exprimer une densité de  
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[image: image177.wmf]f

  et montrer que  
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  ont même loi si et seulement si  
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  est paire.
On suppose cette condition vérifiée. Exprimer  
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  à l'aide de  
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  et montrer que  
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  est une variable aléatoire à densité. Exprimer une densité  
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  de  
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  en fonction de  
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b) Inversement, on suppose dans cette question que  
[image: image187.wmf]Y

  est une variable aléatoire de densité  
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 , et que  
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Montrer que, pour tout réel  
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 . (On pourra distinguer deux cas :  
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2) Soit  
[image: image204.wmf]c

  un réel strictement positif. A l'aide du changement de variable  
[image: image205.wmf]2
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3) Soient  
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  et  
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  deux variables aléatoires définies sur  
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a) Montrer que la variable aléatoire  
[image: image212.wmf]ln
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  est une variable aléatoire à densité et en déterminer une densité. Quelle est une densité de la variable aléatoire  
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b) Montrer qu'une densité h de la variable aléatoire  
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c) Déterminer une densité de la variable aléatoire  
[image: image216.wmf]X
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  puis reconnaître la loi de  
[image: image217.wmf]X

X

¢

 .

_1183047892.unknown

_1183048248.unknown

_1183048395.unknown

_1183048565.unknown

_1183048823.unknown

_1183048887.unknown

_1183048955.unknown

_1183049021.unknown

_1183049109.unknown

_1183049110.unknown

_1183049041.unknown

_1183049107.unknown

_1183048974.unknown

_1183048986.unknown

_1183048966.unknown

_1183048912.unknown

_1183048920.unknown

_1183048901.unknown

_1183048852.unknown

_1183048874.unknown

_1183048838.unknown

_1183048747.unknown

_1183048803.unknown

_1183048813.unknown

_1183048781.unknown

_1183048618.unknown

_1183048735.unknown

_1183048587.unknown

_1183048431.unknown

_1183048467.unknown

_1183048489.unknown

_1183048507.unknown

_1183048535.unknown

_1183048544.unknown

_1183048552.unknown

_1183048557.unknown

_1183048539.unknown

_1183048517.unknown

_1183048526.unknown

_1183048512.unknown

_1183048498.unknown

_1183048503.unknown

_1183048494.unknown

_1183048480.unknown

_1183048485.unknown

_1183048471.unknown

_1183048449.unknown

_1183048458.unknown

_1183048462.unknown

_1183048453.unknown

_1183048440.unknown

_1183048444.unknown

_1183048435.unknown

_1183048413.unknown

_1183048422.unknown

_1183048426.unknown

_1183048417.unknown

_1183048404.unknown

_1183048408.unknown

_1183048399.unknown

_1183048319.unknown

_1183048355.unknown

_1183048377.unknown

_1183048386.unknown

_1183048390.unknown

_1183048382.unknown

_1183048364.unknown

_1183048373.unknown

_1183048359.unknown

_1183048337.unknown

_1183048346.unknown

_1183048350.unknown

_1183048342.unknown

_1183048328.unknown

_1183048332.unknown

_1183048323.unknown

_1183048283.unknown

_1183048301.unknown

_1183048310.unknown

_1183048314.unknown

_1183048305.unknown

_1183048292.unknown

_1183048296.unknown

_1183048287.unknown

_1183048265.unknown

_1183048274.unknown

_1183048278.unknown

_1183048269.unknown

_1183048256.unknown

_1183048261.unknown

_1183048252.unknown

_1183048086.unknown

_1183048176.unknown

_1183048212.unknown

_1183048230.unknown

_1183048239.unknown

_1183048243.unknown

_1183048234.unknown

_1183048221.unknown

_1183048225.unknown

_1183048216.unknown

_1183048194.unknown

_1183048203.unknown

_1183048207.unknown

_1183048198.unknown

_1183048185.unknown

_1183048190.unknown

_1183048180.unknown

_1183048122.unknown

_1183048153.unknown

_1183048167.unknown

_1183048171.unknown

_1183048162.unknown

_1183048140.unknown

_1183048149.unknown

_1183048126.unknown

_1183048104.unknown

_1183048113.unknown

_1183048117.unknown

_1183048108.unknown

_1183048095.unknown

_1183048100.unknown

_1183048091.unknown

_1183048005.unknown

_1183048050.unknown

_1183048068.unknown

_1183048077.unknown

_1183048082.unknown

_1183048073.unknown

_1183048059.unknown

_1183048064.unknown

_1183048055.unknown

_1183048032.unknown

_1183048041.unknown

_1183048046.unknown

_1183048037.unknown

_1183048014.unknown

_1183048028.unknown

_1183048009.unknown

_1183047960.unknown

_1183047983.unknown

_1183047996.unknown

_1183048000.unknown

_1183047987.unknown

_1183047974.unknown

_1183047978.unknown

_1183047969.unknown

_1183047919.unknown

_1183047937.unknown

_1183047951.unknown

_1183047924.unknown

_1183047901.unknown

_1183047906.unknown

_1183047897.unknown

_1183047736.unknown

_1183047812.unknown

_1183047857.unknown

_1183047875.unknown

_1183047884.unknown

_1183047888.unknown

_1183047879.unknown

_1183047866.unknown

_1183047870.unknown

_1183047861.unknown

_1183047839.unknown

_1183047848.unknown

_1183047852.unknown

_1183047844.unknown

_1183047821.unknown

_1183047830.unknown

_1183047816.unknown

_1183047772.unknown

_1183047790.unknown

_1183047798.unknown

_1183047803.unknown

_1183047794.unknown

_1183047781.unknown

_1183047785.unknown

_1183047776.unknown

_1183047754.unknown

_1183047763.unknown

_1183047767.unknown

_1183047758.unknown

_1183047745.unknown

_1183047750.unknown

_1183047740.unknown

_1183047659.unknown

_1183047700.unknown

_1183047718.unknown

_1183047727.unknown

_1183047731.unknown

_1183047722.unknown

_1183047709.unknown

_1183047713.unknown

_1183047704.unknown

_1183047682.unknown

_1183047691.unknown

_1183047695.unknown

_1183047686.unknown

_1183047668.unknown

_1183047673.unknown

_1183047664.unknown

_1183047624.unknown

_1183047641.unknown

_1183047650.unknown

_1183047655.unknown

_1183047646.unknown

_1183047633.unknown

_1183047637.unknown

_1183047628.unknown

_1183047606.unknown

_1183047615.unknown

_1183047619.unknown

_1183047610.unknown

_1183047597.unknown

_1183047601.unknown

_1183047592.unknown

