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EXERCICE 1

. On considère la fonction  
[image: image1.jpg]


  définie pour tout réel  
[image: image2.jpg]


  par : 


[image: image3.jpg]Ax)y=x+ 1426




ainsi que la fonction  
[image: image4.jpg]


 des deux variables réelles  
[image: image5.jpg]


  et  
[image: image6.jpg]


  définie par : 


[image: image7.jpg]gay) =zt +et)




1. Recherche d'extremum local de  
[image: image8.jpg]


 

1) Etudier les variations de  
[image: image9.jpg]


  et donner les limites de  
[image: image10.jpg]fix)



  lorsque  
[image: image11.jpg]


  tend vers  
[image: image12.jpg]o0



  et  
[image: image13.jpg]


 .

2) Justifier l'existence d'une asymptote oblique au voisinage de  
[image: image14.jpg]


  et donner la position de la courbe représentative de  
[image: image15.jpg]


  par rapport à cette asymptote.

3) Déduire des variations de  
[image: image16.jpg]


  l'existence d'un unique réel  
[image: image17.jpg]


 , élément de l'intervalle  
[image: image18.jpg]


  tel que  
[image: image19.jpg]fla)

0



 . ( on rappelle que  
[image: image20.jpg]9.5



  )

4) Déterminer le seul point critique de  
[image: image21.jpg]


 , c'est-à-dire le seul couple de  
[image: image22.jpg]R2



 , en lequel  
[image: image23.jpg]


  est susceptible de présenter un extremum.

5) Vérifier que  
[image: image24.jpg]


  présente un extremum relatif  
[image: image25.jpg]


  en ce point. Est-ce un maximum ou un minimum ?

6) Montrer que l'on a : 


[image: image26.jpg]Ap+rat-





2. Etude d'une suite réelle.

On s'intéresse à la suite  
[image: image27.jpg](n ) pen



  définie par son premier terme  
[image: image28.jpg]


  et par la relation 


[image: image29.jpg]Vr e N st =

_ fun)
S ()




1) Prouver que  
[image: image30.jpg]


  est convexe sur  
[image: image31.jpg]


 . En déduire que que pour tous réels  
[image: image32.jpg]


  et  
[image: image33.jpg]


  :


[image: image34.jpg]SE)+ -7 (x) < A8




2) En déduire l'inégalité suivante : 


[image: image35.jpg]VaeN 0€um




Puis que pour tout entier naturel  
[image: image36.jpg]


 . : 


[image: image37.jpg]&K el €t € 1




En déduire que la suite  
[image: image38.jpg](n ) pen



  est convergente vers un réel à préciser

3) On admet que pour tout  
[image: image39.jpg]


  de l'intervalle 
[image: image40.jpg]


 


[image: image41.jpg]0 (x-a)f(x)-Ax) <

=





a) Prouver alors que pour tout entier naturel  
[image: image42.jpg]


  : 


[image: image43.jpg](un—a)?

0% s - < 22




b) Puis démontrer par récurrence que pour tout entier naturel  
[image: image44.jpg]


  :


[image: image45.jpg]



4) Écrire un programme en langage Pascal permettant, lorsque l'entier naturel  
[image: image46.jpg]


  est donné par l'utilisateur, de calculer une valeur approchée de  
[image: image47.jpg]


 , de telle sorte que l'on ait : 


[image: image48.jpg]0%y, —a < 107




EXERCICE 2

Pour tout entier naturel  
[image: image49.jpg]


 , on définit la fonction  
[image: image50.jpg]fu



  de la variable réelle  
[image: image51.jpg]


  par : 


[image: image52.jpg]oty = wesp(- 5

-




1) Justifier que  
[image: image53.jpg]Ful(x)



  est négligeable devant  
[image: image54.jpg]


  au voisinage de  
[image: image55.jpg]o0



 .

2) Prouver la convergence de l'intégrale  
[image: image56.jpg][EGE:
5



 

3) O pose  
[image: image57.jpg]b= T e
H



 

a) A l'aide d'une intégration par parties portant sur des intégrales définies sur le segment  
[image: image58.jpg]


  avec  
[image: image59.jpg]Az0



 , prouver que pour tout entier naturel  
[image: image60.jpg]


 


[image: image61.jpg]Lz = (n+ Dl




b) En utilisant la loi normale centrée réduite, justifier que : 


[image: image62.jpg]I

SR




c) Donner la valeur de  
[image: image63.jpg]


 

d) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel  
[image: image64.jpg]


 


[image: image65.jpg]@)l
= F Tl

Izt = 2701




4) Soit  
[image: image66.jpg]


  la fonction définie pour tout réel  
[image: image67.jpg]


  par : 


[image: image68.jpg]Axy=A) sixz0
Ax)=0 six<0




a) Démontrer que  
[image: image69.jpg]


  est une densité de probabilité.

b) Soit  
[image: image70.jpg]


  une variable aléatoire réelle qui admet  
[image: image71.jpg]


  pour densité de probabilité.

i) Justifier que  
[image: image72.jpg]


  admet une espérance  
[image: image73.jpg]EX)



 , et préciser sa valeur

ii) Justifier que  
[image: image74.jpg]


  admet une variance  
[image: image75.jpg]D



 , et préciser sa valeur.

5) On désigne par  
[image: image76.jpg]


  et  
[image: image77.jpg]


  les fonctions de répartitions respectives de  
[image: image78.jpg]


  et de  
[image: image79.jpg]


 

a) Exprimer  
[image: image80.jpg]G(x)



  en fonction de  
[image: image81.jpg]F(x)



  en distinguant les deux cas :  
[image: image82.jpg]x <0



  et  
[image: image83.jpg]=0



 

b) En déduire que  
[image: image84.jpg]


  est une variable à densité. Reconnaître la loi de  
[image: image85.jpg]


  et donner la valeur de  
[image: image86.jpg]E(Y)



  et  
[image: image87.jpg]4¢0)



 

EXERCICE 3

 
[image: image88.jpg]


  désigne l'espace des fonctions polynômes à coefficients réels, dont le degré est inférieur ou égal à l'entier naturel 2.

1. Etude d'un endomorphisme de  
[image: image89.jpg]


 .

On considère l'application  
[image: image90.jpg]


  qui, à tout élément  
[image: image91.jpg]


  de  
[image: image92.jpg]


  associe la fonction polynôme  
[image: image93.jpg]


  telle que : 


[image: image94.jpg]pourtoutzréel:  Q(x) = (x - 1)P'(x) + P(x)




 et  
[image: image95.jpg]B =(Py,P1,P3)



  la base canonique de  
[image: image96.jpg]


  définie par : 


[image: image97.jpg]pour tout réel x Py(x) =1, Pi(x) = x et Pa(x) = x°




1) Montrer que  
[image: image98.jpg]


  est un endomorphisme de  
[image: image99.jpg]


 .

2) Vérifier que la matrice  
[image: image100.jpg]


  de  
[image: image101.jpg]


  dans  
[image: image102.jpg]


 , s'écrit sous la forme : 


[image: image103.jpg]1-1 0
A= 0 2 -2
00 3




3) Quelles sont les valeurs propres de  
[image: image104.jpg]


  ?  
[image: image105.jpg]


  est-il diagonalisable ?  
[image: image106.jpg]


  est-il un automorphisme de  
[image: image107.jpg]


  ?

4) Déterminer l'image par  
[image: image108.jpg]


  des fonctions polynômes  
[image: image109.jpg]Ro. Ry, Ry



  définies par : 


[image: image110.jpg]pourtoutréelx . Ro(x) =1, Ri(x)=x-1etRa(x) = (x= 1)




5) Montrer que  
[image: image111.jpg]‘Ro,R1,R2)



  est une base de vecteurs propres de  
[image: image112.jpg]


 . Écrire la matrice de passage  
[image: image113.jpg]


  de la base  
[image: image114.jpg]


  à la base  
[image: image115.jpg]


  ainsi que la matrice  
[image: image116.jpg]


  de  
[image: image117.jpg]


  dans la base  
[image: image118.jpg]


 

6) Vérifier que pour tout réel  
[image: image119.jpg]


  : 


[image: image120.jpg]Rox + 2R1 (x) + Ro(x) = Pa(x)
Ru(x)+ Rolx) = Pa(x)




En déduire la matrice de passage de la base  
[image: image121.jpg]


  à la base  
[image: image122.jpg]


 

7) Écrire  
[image: image123.jpg]


  en fonction de  
[image: image124.jpg]


  Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel  
[image: image125.jpg]


  : 


[image: image126.jpg][47T = DA TE"




 et expliciter la troisième colonne de la matrice  
[image: image127.jpg][47T



 

2. Suite d'épreuves aléatoires.

On dispose d'une urne qui contient trois boules numérotées de 0 à 2.

On s'intéresse à une suite d'épreuves définies de la manière suivante :

 La première épreuve consiste à choisir au hasard une boule dans cette urne.

 Si  
[image: image128.jpg]


  est le numéro de la boule tirée, on enlève de l'urne toutes les boules dont le numéro est strictement supérieur à  
[image: image129.jpg]


 , le tirage suivant se faisant alors dans l'urne ne contenant plus que les boules numérotées de  
[image: image130.jpg]


  à  
[image: image131.jpg]


 .

On considère alors la variable aléatoire réelle  
[image: image132.jpg]


  égale au numéro de la boule obtenue à la  
[image: image133.jpg]péme



  épreuve ( 
[image: image134.jpg]k=0



 )

On note alors  
[image: image135.jpg]


  la matrice unicolonne définie par : 


[image: image136.jpg]



où  
[image: image137.jpg]PlX: = Jj]



  est la probabilité de tirer la boule numéro  
[image: image138.jpg]


  à la  
[image: image139.jpg]péme



  épreuve.

On convient de définir la matrice  
[image: image140.jpg]


  par : 


[image: image141.jpg]



1) Déterminer la loi de  
[image: image142.jpg]


  (On pourra s'aider d'un arbre). Calculer l'espérance et la variance de  
[image: image143.jpg]


 

2) Par utilisation de la formule des probabilités totales, prouver que pour tout entier naturel  
[image: image144.jpg]


  :


[image: image145.jpg]Ui = 470




3) Écrire  
[image: image146.jpg]


  en fonction de  
[image: image147.jpg]


  et  
[image: image148.jpg]


 

4) Pour tout  
[image: image149.jpg]


  de  
[image: image150.jpg]


 , donner la loi de  
[image: image151.jpg]


  et vérifier que l'on a : 


[image: image152.jpg]
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