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Exercice 1

Dans cet exercice,  
[image: image1.jpg]


  désigne un entier naturel non nul. On note  
[image: image2.jpg]Id



  (respectivement  
[image: image3.jpg]


 ) l'endomorphisme identité (respectivement l'endomorphisme nul) du  
[image: image4.jpg]


 -espace vectoriel  
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  et on considère un endomorphisme  
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  de  
[image: image7.jpg]


  vérifiant :  
[image: image8.jpg](F= 4 Id)e (f— 1,1d) = 8



 , où  
[image: image9.jpg]


  et  
[image: image10.jpg]


  sont deux complexes distincts.

a) Vérifier que 
[image: image11.jpg]TV I - (- 10 = 1d



 .

b) En déduire que :  
[image: image12.jpg]©™ = ker(f— A, 1d) @ ker(f— 1,1d)



 .

Conclure que  
[image: image13.jpg]


  est diagonalisable et donner ses valeurs propres (on sera amené à étudier trois cas). 

Dans la suite de l'exercice, on désigne par  
[image: image14.jpg]


  un entier naturel et l'on se propose de montrer qu'il n'existe pas de matrice de  
[image: image15.jpg]M1 (B)



  telle que  
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 , où  
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  désigne la matrice diagonale de  
[image: image18.jpg]M1 (B)



  dont les éléments diagonaux valent  
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 .

2) Trouver une matrice  
[image: image20.jpg]


  de  
[image: image21.jpg]Mpe1 (T)



  telle que  
[image: image22.jpg]


 .

3) Dans cette question, on suppose qu'il existe une matrice  
[image: image23.jpg]


  de  
[image: image24.jpg]M1 (B)



  telle que  
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 .

a) Utiliser la première question pour montrer que  
[image: image26.jpg]


  est diagonalisable dans  
[image: image27.jpg]Mpe1 (T)



  et que ses valeurs propres sont  
[image: image28.jpg]


  et  
[image: image29.jpg]i



 .

b) Pour toute matrice  
[image: image30.jpg]M= ()14

195



  de  
[image: image31.jpg]My, (C)



 , on note  
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  la matrice  
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195



 .On note  
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  et  
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  les sous-espaces propres de  
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  associés aux valeurs propres  
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  et  
[image: image38.jpg]i



 .Montrer que  
[image: image39.jpg]FER e Tl



 .

c) En déduire que, si  
[image: image40.jpg]


  est une base de  
[image: image41.jpg]


 , alors  
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  est une famille libre de  
[image: image43.jpg]


 . Conclure que  
[image: image44.jpg]dimE, = dimE_,



 .

d) Etablir enfin le résultat demandé.

Exercice 2

a) Montrer que l'on définit bien une unique suite  
[image: image45.jpg](2 )usl



 , à termes strictement positifs, en posant :  
[image: image46.jpg])



  et, pour tout entier  
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  supérieur ou égal à  
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 ,  
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 .

b) Vérifier que  
[image: image50.jpg]


 , puis calculer  
[image: image51.jpg]13



 .

2) Montrer que la série de terme général  
[image: image52.jpg]tin



  est divergente et donner  
[image: image53.jpg]lm 3y

=3



 .

a) Etablir que : 
[image: image54.jpg]¥



   
[image: image55.jpg]e =
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 .

b) En déduire que la suite  
[image: image56.jpg](n)



  est convergente.

c) Donner un équivalent de  
[image: image57.jpg]


  lorsque  
[image: image58.jpg]


  est au voisinage de  
[image: image59.jpg]o0



  puis déterminer la nature de la série de terme général  
[image: image60.jpg]


 .

d) En déduire  
[image: image61.jpg]lim In(un)



 , puis montrer que  
[image: image62.jpg]lim un



 .

e) Montrer que : 
[image: image63.jpg]¥



   
[image: image64.jpg]4
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 , où  
[image: image65.jpg](&)



  désigne le coefficient binomial  
[image: image66.jpg]


 .

f) En utilisant la question 2, déterminer  
[image: image67.jpg]


 , puis montrer que :  
[image: image68.jpg]


 .

3) En utilisant le résultat de la question 3, montrer que : 
[image: image69.jpg]&= ()



 

Exercice 3

On considère deux variables aléatoires  
[image: image70.jpg]


  et  
[image: image71.jpg]


 , définies sur un espace probabilisé  
[image: image72.jpg]Q. T.F)



 , indépendantes et suivant toutes deux la loi normale centrée réduite (de densité notée  
[image: image73.jpg]


  et de fonction de répartition notée  
[image: image74.jpg]


 ).On pose  
[image: image75.jpg]=sup(X.D)



  et l'on se propose de déterminer la loi de  
[image: image76.jpg]


 , ainsi que son espérance et sa variance.

a) Montrer que  
[image: image77.jpg]


  est une variable aléatoire à densité définie elle aussi sur  
[image: image78.jpg]Q. T.F)



 .

b) Vérifier que  
[image: image79.jpg]


  admet pour densité la fonction  
[image: image80.jpg]


  définie pour tout réel  
[image: image81.jpg]


  par : 


[image: image82.jpg]Sx) = 20(x)D(x)




c) Rappeler la valeur de l'intégrale  
[image: image83.jpg]


 .

d) En déduire la convergence et la valeur de  
[image: image84.jpg]Jeta



 .

e) En remarquant que, pour tout réel  
[image: image85.jpg]


 ,  
[image: image86.jpg]@'(x) = —x@(x)



 , montrer, grâce à une intégration par parties, que : 
[image: image87.jpg]| atnds = Lo
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f) Montrer de même que : 
[image: image88.jpg]J wndx = -

ok Jera

ok



 .En déduire que  
[image: image89.jpg]


  a une espérance et donner sa valeur.

g) Montrer que  
[image: image90.jpg]


  et  
[image: image91.jpg]72



  suivent la même loi.

h) Déterminer  
[image: image92.jpg]E(Z2)



 , puis donner la valeur de la variance de  
[image: image93.jpg]


 .

Problème

Un mobile se déplace sur les points à coordonnées entières d'un axe d'origine  
[image: image94.jpg]


 . Au départ, le mobile est à l'origine (point d'abscisse  
[image: image95.jpg]


 ). Le mobile se déplace selon la règle suivante : s'il est sur le point d'abscisse  
[image: image96.jpg]


  à l'instant  
[image: image97.jpg]


 , alors, à l'instant  
[image: image98.jpg](n+ 1)



  il sera sur le point d'abscisse  
[image: image99.jpg]e+ 1)



  avec la probabilité  
[image: image100.jpg]


  ou sur le point d'abscisse  
[image: image101.jpg]


  avec la probabilité  
[image: image102.jpg]


 .Pour tout  
[image: image103.jpg]


  de  
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 , on note  
[image: image105.jpg]


  l'abscisse de ce point à l'instant  
[image: image106.jpg]


  et l'on a donc  
[image: image107.jpg]


 .On admet que, pour tout  
[image: image108.jpg]


  de  
[image: image109.jpg]


 ,  
[image: image110.jpg]


  est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé  
[image: image111.jpg]Q. T.F)



  et on pose  
[image: image112.jpg]tin = P(Xn




 .

Etude de la variable  
[image: image113.jpg]


 .

1) Vérifier que  
[image: image114.jpg]X&) = {0,1}



  puis donner la loi de  
[image: image115.jpg]


 .

2) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel  
[image: image116.jpg]


 , 
[image: image117.jpg]X)) = {0,1,..,n}



 .

a) Montrer que : 
[image: image118.jpg]-k k-1
Vre N Yk € {1 n}, P = ) = P )



 .

b) En déduire que : 
[image: image119.jpg]1
Vr e Nk e {010}, PUh =k =5




 .

c) En remarquant que  
[image: image120.jpg]DS PK =k =1
et



 , montrer que :  
[image: image121.jpg]


 

d) Retrouver ainsi les valeurs de  
[image: image122.jpg]1y



  et  
[image: image123.jpg])



  puis déterminer  
[image: image124.jpg]1y



  et  
[image: image125.jpg]13



 .

e) En remarquant que la relation obtenue à la question 3.a peut s'écrire sous la forme  
[image: image126.jpg]e+ DXy = &) = kP(X,




 , montrer que :  
[image: image127.jpg]Yn e N, E(Xy) - B(Xp1) = un



 .

f) En déduire, pour tout entier naturel  
[image: image128.jpg]


  non nul,  
[image: image129.jpg]E(X,)



  sous forme de somme mettant en jeu certains termes de la suite  
[image: image130.jpg](n)



 .

g) Pour tout entier naturel  
[image: image131.jpg]


  non nul, donner la valeur de  
[image: image132.jpg]


  et vérifier que : 


[image: image133.jpg]%
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Déduire de ces deux résultats que : 
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 .

h) Montrer que, pour tout  
[image: image135.jpg]


  de  
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 , 
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[image: image138.jpg]


 . Déterminer ensuite  
[image: image139.jpg]lim B(X)



 .

Etude du premier retour à l'origine.

On note  
[image: image140.jpg]


  l'instant auquel le mobile se trouve pour la première fois à l'origine (sans compter son positionnement au départ) et on admet que  
[image: image141.jpg]


  est une variable aléatoire définie, elle aussi, sur  
[image: image142.jpg]Q. T.F)



 .On convient que  
[image: image143.jpg]


  prend la valeur  
[image: image144.jpg]


  si le mobile ne revient jamais en  
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 .Par exemple, si les abscisses successives du mobile après son départ sont  
[image: image146.jpg]


 , alors on a  
[image: image147.jpg]


 . Si les abscisses successives sont :  
[image: image148.jpg]


 , alors on a  
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 .

a) Pour tout  
[image: image150.jpg]


  de  
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 , exprimer l'événement  
[image: image152.jpg](T=k)



  en fonction d'événements mettant en jeu certaines des variables  
[image: image153.jpg]


 .

b) Montrer que : 
[image: image154.jpg]Vi e N, P(T-k)- m



 .

c) Déterminer les constantes  
[image: image155.jpg]


  et  
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  telles que : 
[image: image157.jpg]Vi e W,

REL D




 .En déduire que  
[image: image158.jpg]2T




 , puis interpréter ce dernier résultat.

2) La variable  
[image: image159.jpg]


  a-t-elle une espérance ?

Informatique.

Compléter les deux instructions manquantes pour que le programme Pascal suivant, dans lequel  
[image: image160.jpg]


  est déclaré comme constante (ici  
[image: image161.jpg]% = 100



 ), calcule et affiche  
[image: image162.jpg]QL1 e lin



 , ainsi que l'espérance de  
[image: image163.jpg]


  qui sera stockée dans la variable  
[image: image164.jpg]


 .

1) Program edhec 2006; const n = 100 ; var i, k: integer ;     s,e:real;     u: array [0..n] of real ; Begin   u[0]:=1 ; writeln(u[0]) ; e:=0 ;   For k:= 1 to n do     begin       s:=0;       For i:=1 to k do begin s:=; u[k]:=1-s ; end ;       Writeln(u[k])       e:=;     end ;   Writeln(e) ; end. 
a) Compléter le programme suivant pour qu'il calcule et affiche la valeur prise par  
[image: image165.jpg]


  lors de 1 expérience aléatoire étudiée.On rappelle que, si  
[image: image166.jpg]


  est un entier naturel non nul, l'instruction random(k) renvoie aléatoirement un entier compris entre  
[image: image167.jpg]


  et  
[image: image168.jpg]


 .Program edhec 2006bis ;var T, hasard : integer ;Begin  Randomize ; T:=0;  Repeat T:=T+1; hasard:=random () ; until (hasard :=) ;  Writeln (T) ;end.

b) Est-on certain que le nombre de passages dans la boucle « Repeat... until » est fini ?
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