Programme ESC d'E.M.LYON

CONCOURS D'ENTREE 1997

MATHEMATIQUES

1ère épreuve (option scientifique)
Les candidats ne doivent pas faire usage d'aucun document; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
PREMIER PROBLEME

On note  
[image: image1.wmf]E

  l'espace vectoriel reel des applications continues de  
[image: image2.wmf][0,1]

  dans  
[image: image3.wmf]R

 .

1) Montrer que l'application 


[image: image4.wmf]1
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2) est un produit scalaire sur E.on note  
[image: image5.wmf].

  la norme associée à ce produit scalaire.Soit  
[image: image6.wmf]n
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  tel que  
[image: image7.wmf]2
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 . On note  
[image: image8.wmf]n
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  le sous-espace vectoriel de  
[image: image9.wmf]E

  formé des fonctions polynomiales définies sur  
[image: image10.wmf][0,1]

  et de degré inférieur ou égal à  
[image: image11.wmf]n

 -1, et, pour tout  
[image: image12.wmf]i

  de  
[image: image13.wmf][[1,]]
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 ,  
[image: image14.wmf]i
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  l'application de  
[image: image15.wmf][0,1]

  vers  
[image: image16.wmf]R
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 .On rappelle que  
[image: image18.wmf]1
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  est une base de  
[image: image19.wmf]n
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 .

3) Calculer, pour tout  
[image: image20.wmf](,)
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  de  
[image: image21.wmf]2
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 .On considère la matrice carrée réelle d'ordre  
[image: image23.wmf]n

  : 


[image: image24.wmf]11
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4) Etude du cas  
[image: image25.wmf]2
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a) Déterminer les valeurs propres de la matrice  
[image: image26.wmf]2

H

 .

b) La matrice  
[image: image27.wmf]2

H

  est-elle diagonalisable ?

c) Montrer que la matrice  
[image: image28.wmf]2

H

  est inversible et calculer son inverse.

Dans toute la suite du problème,  
[image: image29.wmf]n

  désigne un entier supérieur ou égal à  
[image: image30.wmf]2

 .
5) Etablir que la matrice  
[image: image31.wmf]n
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  est diagonalisable.

a) Soient  
[image: image32.wmf]n
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 .On note  
[image: image34.wmf]1
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  les réels tels que  
[image: image35.wmf]1
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 , les réels tels que  
[image: image37.wmf]1
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[image: image38.wmf]A

  et  
[image: image39.wmf]B

  les matrices-colonnes définies par :  
[image: image40.wmf]1
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  et  
[image: image41.wmf]1

n

B

b

æö

÷

ç

÷

ç

÷

ç

÷

ç

÷

=

ç

÷

ç

÷

ç

÷

÷

ç

÷

ç

÷

ç

èø

M

 .Montrer :  
[image: image42.wmf](,)
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[image: image43.wmf]t
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  où  
[image: image44.wmf]t
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  désigne la transposée de  
[image: image45.wmf]A

 .

b) En déduire que les valeurs propres de la matrice  
[image: image46.wmf]n

H

  sont toutes strictement positives.

c) La matrice  
[image: image47.wmf]n

H

  est-elle inversible ?

6) Soit  
[image: image48.wmf]fE
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 . On note, pour  
[image: image49.wmf][[1,]],(,)
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 . On considère les matrices-colonnes  
[image: image50.wmf]B

  et  
[image: image51.wmf]0
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  définies par  
[image: image52.wmf]1
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  et  
[image: image53.wmf]1
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 .On note  
[image: image54.wmf]1
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  les réels tels que  
[image: image55.wmf]1
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 , et  
[image: image56.wmf]0
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  le polynôme défini par :  
[image: image57.wmf]0

1

n

ii

i

Pe

a

=

=å

 .On considère l'application  
[image: image58.wmf]:
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a) Montrer :  
[image: image59.wmf]0
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b) En déduire :  
[image: image60.wmf]0
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c) Etablir : 


[image: image61.wmf]22
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d) Démontrer que  
[image: image62.wmf]d

  admet un minimum et que ce minimum est atteint en  
[image: image63.wmf]0
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  et en  
[image: image64.wmf]0
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  seulement.

e) Montrer :  
[image: image65.wmf]22
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f) Un exemple :On choisit ici  
[image: image66.wmf]2
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  et  
[image: image67.wmf][0,1]
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 .Calculer  
[image: image68.wmf]0
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  et  
[image: image69.wmf]0
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 , et donner une valeur approchée décimale de  
[image: image70.wmf]0
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DEUXIEME PROBLEME

Etude de la suite de terme général  
[image: image72.wmf]!
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1) Pour tout entier naturel non nul  
[image: image73.wmf]n

 , on définit  
[image: image74.wmf]1
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 , où  
[image: image75.wmf]ln

  désigne le logarithme népérien.

a) Montrer qu'il existe un réel  
[image: image76.wmf]a

  strictement négatif tel que  
[image: image77.wmf]n
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b) En déduire la nature de la série de terme général  
[image: image78.wmf]n
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  et montrer que la suite de terme général  
[image: image79.wmf]12
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[image: image80.wmf]-¥
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2) Pour tout entier naturel non nul  
[image: image81.wmf]n

 , on définit  
[image: image82.wmf]!
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a) Montrer, pour tout entier naturel non nul  
[image: image83.wmf]n

  :  
[image: image84.wmf]1
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b) En déduire la limite de la suite de terme général  
[image: image85.wmf]n
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Etude d'une famille de fonctions.

Pour tout entier naturel non nul  
[image: image86.wmf]n

 , on définit la fonction  
[image: image87.wmf]n
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  sur  
[image: image88.wmf][0,[
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  par  
[image: image89.wmf]()
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1) Donner le tableau des variations et une représentation graphique de  
[image: image90.wmf]1
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 , puis de  
[image: image91.wmf]n
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  pour  
[image: image92.wmf]2
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 .On ne déterminera pas les éventuels points d'inflexion.Vérifier que  
[image: image93.wmf]n
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  est la borne supérieure de  
[image: image94.wmf]n
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 .

2) Pour tout entier naturel non nul  
[image: image95.wmf]n

 , on définit la fonction  
[image: image96.wmf]n
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  sur  
[image: image97.wmf][0,[
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  par  
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a) Soit  
[image: image99.wmf]x

  un réel positif ou nul. Etablir une relation entre  
[image: image100.wmf]()
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  ,  
[image: image101.wmf]()

n

Fx

  et  
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 .En déduire, pour tout entier naturel non nul  
[image: image103.wmf]n
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[image: image104.wmf]0
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b) Montrer que, pour tout entier naturel non nul  
[image: image105.wmf]n

 , l'intégrale  
[image: image106.wmf]0
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  est convergente et vaut  
[image: image107.wmf]1
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Etude de la suite de terme général  
[image: image108.wmf]()
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1) Prouver, pour tout entier naturel non nul  
[image: image109.wmf]n
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2) En déduire que la suite  
[image: image111.wmf]()
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  est croissante et qu'elle converge vers un réel  
[image: image112.wmf]L

  vérifiant  
[image: image113.wmf]01
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3) Déterminer une valeur approchée décimale par défaut à  
[image: image114.wmf]1
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[image: image115.wmf]2
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 .En déduire un nouvel encadrement de  
[image: image116.wmf]L
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4) Soit  
[image: image117.wmf]h

  la fonction définie sur  
[image: image118.wmf][0,1]

  par  
[image: image119.wmf]22
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a) Montrer :  
[image: image120.wmf][0,1],0()1
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b) Montrer  
[image: image121.wmf](

)

()

,[0,],()

(2)

n

n

n

fxx

nxnh

fnxn

´

""=

-

äNä

 .

c) En déduire :  
[image: image122.wmf],[0,],()(2)
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d) En utilisant l'inégalité précédente, montrer, pour tout entier naturel non nul  
[image: image123.wmf]n
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En déduire :  
[image: image125.wmf]1
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Détermination de la limite de la suite  
[image: image126.wmf]()
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  par un raisonnement probabiliste.

Soient  
[image: image127.wmf]n

  variables aléatoires indépendantes  
[image: image128.wmf]2
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 , suivant une loi de Poisson de paramètre  
[image: image129.wmf]1

 .On note  
[image: image130.wmf]1
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 On rappelle que  
[image: image131.wmf]n
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  suit une loi de Poisson.

1) Déterminer l'espérance de  
[image: image132.wmf]n
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 .

2) Exprimer la probabilité  
[image: image133.wmf]()
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  en fonction de  
[image: image134.wmf]n
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3) A l'aide du théorème de la limite centrée, que l'on énoncera avec soin, trouver la valeur de  
[image: image135.wmf]L

 .
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