Programme ESC d'E.M.LYON

CONCOURS D'ENTREE 2006

MATHEMATIQUES

1ère épreuve (option économique)
Les candidats ne doivent pas faire usage d'aucun document; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
Exercice 1

On considère les trois matrices de  
[image: image1.jpg]Mo (R)



  suivantes :


[image: image2.jpg]



a) Quelles sont les valeurs propres de  
[image: image3.jpg]


  ?

b) Déterminer une matrice inversible  
[image: image4.jpg]


  telle que  
[image: image5.jpg]4=ppp1



 

On note  
[image: image6.jpg]


  l'ensemble des matrices carrées  
[image: image7.jpg]


  d'ordre  
[image: image8.jpg]


  telles que :  
[image: image9.jpg]AM =MD



 

c) Vérifier que  
[image: image10.jpg]


  est un sous espace vectoriel de  
[image: image11.jpg]Mo (R)



 

d) Soit  
[image: image12.jpg]


  une matrice de  
[image: image13.jpg]Mo (R)



 Montrer que  
[image: image14.jpg]


  appartient à  
[image: image15.jpg]


  si et seulement si :  
[image: image16.jpg]


  et  
[image: image17.jpg]


 

e) Etablir que  
[image: image18.jpg](U, 4)



  est une base de  
[image: image19.jpg]


 

f) Calculer le produit  
[image: image20.jpg]


  Est-ce que  
[image: image21.jpg]


  est élément de  
[image: image22.jpg]


  ?

2) On note  
[image: image23.jpg]£ (R) - Mo(R)



  l'application définie , pour tout  
[image: image24.jpg]M e My(R),



  par :  
[image: image25.jpg]M) = AM - MD.



 

a) Vérifier que  
[image: image26.jpg]


  est linéaire.

b) Déterminer le noyau de  
[image: image27.jpg]


  et donner sa dimension.

c) Quelle est la dimension de l'image de  
[image: image28.jpg]


  ?

d) déterminer les matrice  
[image: image29.jpg]


  de  
[image: image30.jpg]Mo (R)



  telles que  
[image: image31.jpg]fiM)y =M



 En déduire que  
[image: image32.jpg]


  est valeur propre de  
[image: image33.jpg]


 Montrer que  
[image: image34.jpg]


  est aussi valeur propre de  
[image: image35.jpg]


 

e) Est-ce que  
[image: image36.jpg]


  est diagonalisable ?

f) Montrer que  
[image: image37.jpg]fofof=




 

Exercice 2

On note  
[image: image38.jpg]RZ_TR



  l'application définie pour tout  
[image: image39.jpg](x,y) € R?



  par : 


[image: image40.jpg]Flxy) = (x- 1Dl -2x+y-6)




a) Montrer que  
[image: image41.jpg]4,2)



  et  
[image: image42.jpg](2.3



  sont des points critiques de  
[image: image43.jpg]


 

b) Est-ce que  
[image: image44.jpg]


  présente un extremum local au point  
[image: image45.jpg]4,2)



  ?

c) Est-ce que  
[image: image46.jpg]


  présente un extremum local au point  
[image: image47.jpg](2.3



  ?

2) On note  
[image: image48.jpg]


  l'application définie, pour tout  
[image: image49.jpg]x e,



  par : 


[image: image50.jpg]o(x) = x(x=2)(2x - 5)




a) Montrer :  
[image: image51.jpg]Vx €[4+, (x-2)(2x-5)» 4



 

b) En déduire :  
[image: image52.jpg]Vx €[4+, @(x) = 4x



  et  
[image: image53.jpg]@(x) € [4,+. [



 

3) On considère la suite réelle  
[image: image54.jpg](n ) pen



  définie par  
[image: image55.jpg]1y



  et : 


[image: image56.jpg]Vi€ N, ttwn) = F(1+ tin,tin)




a) Exprimer  
[image: image57.jpg]tntl



  en fonction de  
[image: image58.jpg]tin



  à l'aide de la fonction  
[image: image59.jpg]


 

b) Montrer :  
[image: image60.jpg]Ve N: oy z4ntl



 Quelle est la nature de la série de terme général  
[image: image61.jpg]


  ?

c) Ecrire un programme en Turbo-Pascal qui calcule et affiche le plus petit entier naturel  
[image: image62.jpg]


  tel que  
[image: image63.jpg]iy = 1010



 

4) On note  
[image: image64.jpg]g

[4, 4] - R



  l'application définie, pour tout  
[image: image65.jpg]x € [4;+00,



  par : 


[image: image66.jpg]glx) = w(X)





a) Montrer que l'intégrale  
[image: image67.jpg]


  converge.

b) Trouver trois réels  
[image: image68.jpg]a,



  tels que 


[image: image69.jpg]Vre Ao, g(x)= L+ f2 +





c) Calculer  
[image: image70.jpg]


 

Exercice 3

Partie A

1) Soit  
[image: image71.jpg]


  une variable aléatoire à densité suivant une loi normale d'espérance nulle et de variance  
[image: image72.jpg]


 

a) Rappeler une densité de  
[image: image73.jpg]


 

b) En utilisant la définition de la variance de  
[image: image74.jpg]


  montrer que l'intégrale  
[image: image75.jpg]


  est convergente et que  
[image: image76.jpg]


 

Soit  
[image: image77.jpg]


  la fonction définie sur  
[image: image78.jpg]


  par :  
[image: image79.jpg]Vr<0, Fx)=0
Vr> 0, Fx)=1-




 

2) Montrer que la fonction  
[image: image80.jpg]


  définit une fonction de répartition de variable aléatoire dont on déterminera une densité  
[image: image81.jpg]


 

3) Soit  
[image: image82.jpg]


  une variable aléatoire admettant  
[image: image83.jpg]


  pour densité.

a) Montrer que  
[image: image84.jpg]


  admet une espérance  
[image: image85.jpg]EX)



  et que  
[image: image86.jpg]ol



 

b) Déterminer, pour tout réel  
[image: image87.jpg]


  la probabilité  
[image: image88.jpg]P(X2 < p).



  On distinguera les cas  
[image: image89.jpg]y< 0



  et  
[image: image90.jpg]y > 0



 

c) Montrer que la variable aléatoire  
[image: image91.jpg]


  suit une loi exponentielle dont on précisera le paramètre.En déduire que  
[image: image92.jpg]


  admet une variance  
[image: image93.jpg]D



  et calculer  
[image: image94.jpg]D



 

Partie B
1) Soit  
[image: image95.jpg]


  une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramètre  
[image: image96.jpg]


 Ainsi, pour tout  
[image: image97.jpg]ke W<, P(Z=k)=p(l-p)*!



 Rappeler la valeur de l'espérance  
[image: image98.jpg]E(Z)



  et celle de la variance  
[image: image99.jpg]"z



  de la variable aléatoire  
[image: image100.jpg]


 

2) Soient un entier  
[image: image101.jpg]


  supérieur ou égal à  
[image: image102.jpg]


  et  
[image: image103.jpg]


  variables aléatoires indépendantes  
[image: image104.jpg]Z1.2,,

o



 , suivant toutes le loi géométrique de paramètre  
[image: image105.jpg]


 on considère la variable aléatoire  
[image: image106.jpg]My=Lzivzor vz



 

a) Déterminer l'espérance  
[image: image107.jpg]


  et l'écart-type  
[image: image108.jpg]


  de  
[image: image109.jpg]


 

b) Montrer que  
[image: image110.jpg]Jlim PO < My —m < 0,)



  existe et exprimer sa valeur à l'aide de  
[image: image111.jpg]
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