Programme ESC d'E.M.LYON

CONCOURS D'ENTREE 2006

MATHEMATIQUES

1ère épreuve (option scientifique)
Les candidats ne doivent pas faire usage d'aucun document; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
Problème I

Préliminaires

a) Justifier, pour tout  
[image: image1.jpg]nelN



  :  
[image: image2.jpg]


  .

b) Montrer que, pour tout  
[image: image3.jpg]nelN



 , l'intégrale  
[image: image4.jpg]Jerear



  est convergente.

2) En déduire que, pour tout polynôme  
[image: image5.jpg]


  de  
[image: image6.jpg]


 , l'intégrale  
[image: image7.jpg]j P(e)e dt



  converge.On admet dans tout le problème : 
[image: image8.jpg]etdt= 7



 .On note, dans tout le problème, pour tout  
[image: image9.jpg]nelN



  :  
[image: image10.jpg]b= | e



 .

a) tablir, à l'aide d'une intégration par parties, pour tout  
[image: image11.jpg]nelN



  : 
[image: image12.jpg]huz =

ntl
I
5



 .

b) Montrer, pour tout  
[image: image13.jpg]


  : 
[image: image14.jpg]Lops1



 .

c) Montrer, pour tout  
[image: image15.jpg]


  : 
[image: image16.jpg]


 .

I. Recherche d'extrémums locaux pour une fonction de deux variables réelles

On note  
[image: image17.jpg]RZ_TR



  l'application définie, pour tout  
[image: image18.jpg](x,y) € R2



 , par : 


[image: image19.jpg])= [P




1) Montrer, pour tout  
[image: image20.jpg](x,y) € R2



   
[image: image21.jpg]Flxy) = §+ %(xi +dxy +y2) + x22



 .

2) Calculer les dérivées partielles premières de  
[image: image22.jpg]


  en tout point  
[image: image23.jpg](x.»)



  de  
[image: image24.jpg]R2



 , et en déduire les trois points critiques de  
[image: image25.jpg]


 .

3) Déterminer les extrémums locaux de  
[image: image26.jpg]


 . En chacun de ceux-ci, préciser s'il s'agit d'un minimum local ou d'un maximum local, et préciser la valeur de  
[image: image27.jpg]


  en chacun de ces points.

II. Calcul d'intégrales dépendant d'un paramètre

Montrer que, pour tout  
[image: image28.jpg]el



 , les intégrales  
[image: image29.jpg]j sin(xt)e™ dt
H



  et  
[image: image30.jpg]j teos(xt)e™ dt
H



  convergent. 

1) On note  
[image: image31.jpg]


   
[image: image32.jpg]


  et  
[image: image33.jpg]


   
[image: image34.jpg]


  les applications définies, pour tout  
[image: image35.jpg]el



 , par : 


[image: image36.jpg]Sx) = jsm(xz)ﬁ'dz ot C(x) = jzcos(x:)g*m
o o




2) Etablir, pour tout  
[image: image37.jpg]aeclk



 , et tout  
[image: image38.jpg]1eR



  : 
[image: image39.jpg]2
Jsin(a + 1) ~ sina — A cosal < %



  .On pourra utiliser l'inégalité de Taylor-Lagrange.
a) Démontrer, pour tout  
[image: image40.jpg]el



   
[image: image41.jpg]Sa+h)-SE) _ -
-0 o) - 0

B0



 .

b) En déduire que  
[image: image42.jpg]


  est dérivable sur  
[image: image43.jpg]


 , et que, pour tout  
[image: image44.jpg]reR S)=CE)



 .

c) A l'aide d'une intégration par parties, établir, pour tout  
[image: image45.jpg]el



   
[image: image46.jpg]Cx) =

L)



 .

d) Montrer, pour tout  
[image: image47.jpg]el



   
[image: image48.jpg]


 .

e) En déduire, pour tout  
[image: image49.jpg]el



  :


[image: image50.jpg]



III. Obtention d'un développement limité

1) Montrer que, pour tout  
[image: image51.jpg]el



 , l'intégrale  
[image: image52.jpg]


  converge.On note  
[image: image53.jpg]


   
[image: image54.jpg]


  l'application définie, pour tout  
[image: image55.jpg]el



 , par :  
[image: image56.jpg]


 .

a) Montrer, pour tout  
[image: image57.jpg]u e [0; 400



   
[image: image58.jpg]0g(l-u+u?)- L 3
<(-urad)- <



 .

b) En déduire, pour tout  
[image: image59.jpg]el



   
[image: image60.jpg]0= j(l 22 + x4 de - g(x) < %xﬁ



 .

2) Montrer que  
[image: image61.jpg]


  admet un développement limité à l'ordre  
[image: image62.jpg]


  en  
[image: image63.jpg]


 , et former ce développement limité.

IV. Nature d'une série

1) Montrer que, pour tout  
[image: image64.jpg]


 , l'intégrale  
[image: image65.jpg]2+ (%)



  converge.On note, pour tout  
[image: image66.jpg]


   
[image: image67.jpg]; S
2+ ()




 .

2) Montrer, pour tout  
[image: image68.jpg]


   
[image: image69.jpg]


  .En déduire que la série de terme général  
[image: image70.jpg]


  est convergente.

Problème II

Soit  
[image: image71.jpg]


  un entier supérieur ou égal à  
[image: image72.jpg]


 . On désigne par  
[image: image73.jpg]In



 , la matrice unité de  
[image: image74.jpg]M (T



 .On considère un  
[image: image75.jpg]


 -uplet  
[image: image76.jpg]


  de  
[image: image77.jpg]


  et le polynôme : 


[image: image78.jpg]P=XtamX T+ raX+an




On note  
[image: image79.jpg]


  la matrice de  
[image: image80.jpg]M (T



  définie par  
[image: image81.jpg]


 On dit que  
[image: image82.jpg]


  est la matrice compagnon du polynôme  
[image: image83.jpg]


 .On note  
[image: image84.jpg]= (2], .0.8n)



  la base canonique de  
[image: image85.jpg]


 .On note  
[image: image86.jpg]Id



  l'application identité de  
[image: image87.jpg]


  et on appelle  
[image: image88.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image89.jpg]


  tel que  
[image: image90.jpg]


  soit la matrice associée à  
[image: image91.jpg]


  relativement à la base  
[image: image92.jpg]


 .On note  
[image: image93.jpg]A =1d



  et, pour tout entier naturel  
[image: image94.jpg]


 ,  
[image: image95.jpg]Frl = fhoy



 .

a) Exprimer, pour tout  
[image: image96.jpg]ie[[1,2-1]]



 ,  
[image: image97.jpg]fle)



  en fonction de  
[image: image98.jpg]EnY



 .

b) En déduire : 
[image: image99.jpg]Wi [[La—1]], fle1) = e



  et  
[image: image100.jpg]ey

—(age) +ajes + 0 + dy18n)



 .

2) Soit  
[image: image101.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image102.jpg]


  défini par  
[image: image103.jpg]g =+ apif T+ +arf+agld



 .

a) Vérifier : 
[image: image104.jpg]gle)) =0



 .

b) Montrer : 
[image: image105.jpg]YieN gof




 .

c) En déduire : 
[image: image106.jpg]¥i e [[1,2]], gle;) =0



 .

d) Montrer que le polynôme  
[image: image107.jpg]


  est annulateur de l'endomorphisme  
[image: image108.jpg]


 .Application 1: Déterminer une matrice  
[image: image109.jpg]4 € Ms(T)



  telle que  
[image: image110.jpg]A5 = A3+ 242+ [



 .

e) tablir que toutes les valeurs propres de  
[image: image111.jpg]


  sont des racines du polynôme  
[image: image112.jpg]


 .

f) Soit  
[image: image113.jpg]Q= a
o+ a X
1K+ o+ Gy X



  un polynôme non nul et de degré inférieur ou égal à  
[image: image114.jpg]


 .On note  
[image: image115.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image116.jpg]


  défini par  
[image: image117.jpg]O = agld + arf+ - + dpy



 .Calculer  
[image: image118.jpg]ONer)



 .

g) En déduire qu'il n'existe pas de polynôme non nul, de degré inférieur ou égal à  
[image: image119.jpg]


  et annulateur de  
[image: image120.jpg]


 .

h) Soit  
[image: image121.jpg]


  une racine du polynôme  
[image: image122.jpg]


 .Il existe donc un unique polynôme  
[image: image123.jpg]R e QLX)



  tel que  
[image: image124.jpg]P=(X-1R



 .Vérifier que  
[image: image125.jpg](f- AId)o R(f) = 0



 , où  
[image: image126.jpg]


  est l'endomorphisme nul de  
[image: image127.jpg]


 .

i) Conclure que toutes les racines du polynôme  
[image: image128.jpg]


  sont des valeurs propres de  
[image: image129.jpg]


 .

j) Montrer que, pour tout nombre complexe  
[image: image130.jpg]


 , la matrice  
[image: image131.jpg](s



  est de rang supérieur ou égal à  
[image: image132.jpg]


 . En déduire que chaque sous-espace propre de  
[image: image133.jpg]


  est de dimension  
[image: image134.jpg]


 .

k) En déduire que  
[image: image135.jpg]


  est diagonalisable si et seulement si  
[image: image136.jpg]


  admet  
[image: image137.jpg]


  racines deux à deux distinctes.

l) Montrer que la matrice  
[image: image138.jpg]0001
1000
0100
0010



  de  
[image: image139.jpg]M4 (T



  est diagonalisable.

m) Montrer que la matrice  
[image: image140.jpg]000 4
100 -8
0103
001 2



  de  
[image: image141.jpg]M4 (T



  n'est pas diagonalisable.

3) On note  
[image: image142.jpg]o



  la matrice transposée de  
[image: image143.jpg]


 .

a) Montrer que, pour tout nombre complexe  
[image: image144.jpg]


 , la matrice  
[image: image145.jpg](B-thy)



  est inversible si et seulement si la matrice  
[image: image146.jpg](C—thy)



  est inversible.

b) En déduire que les matrices  
[image: image147.jpg]


  et  
[image: image148.jpg]


  ont les mêmes valeurs propres.

c) Soit  
[image: image149.jpg]


  une valeur propre de  
[image: image150.jpg]


 . Déterminer une base du sous-espace propre de  
[image: image151.jpg]


  associé à  
[image: image152.jpg]


 .

d) On suppose que le polynôme  
[image: image153.jpg]


  admet  
[image: image154.jpg]


  racines  
[image: image155.jpg]


  deux à deux distinctes. Montrer que  
[image: image156.jpg]


  est diagonalisable et en déduire que la matrice  
[image: image157.jpg]A
a2

at



  est inversible.

4) Soit  
[image: image158.jpg]


  un  
[image: image159.jpg]


 -espace vectoriel de dimension  
[image: image160.jpg]


  et  
[image: image161.jpg]


  un endomorphisme de  
[image: image162.jpg]


  admettant  
[image: image163.jpg]


  valeurs propres  
[image: image164.jpg]1,



  deux à deux distinctes.L'endomorphisme  
[image: image165.jpg]


  est donc diagonalisable et on note  
[image: image166.jpg]


  une base de  
[image: image167.jpg]


  constituée de vecteurs propres de  
[image: image168.jpg]


  respectivement associés à  
[image: image169.jpg]1,



 .

a) Soit  
[image: image170.jpg]a=g1+Ext o t+en



 . Montrer que la famille  
[image: image171.jpg](a,u(a),




  est une base de  
[image: image172.jpg]


 .

b) Montrer qu'il existe un polynôme  
[image: image173.jpg]D T NP .o UG NG



  tel que la matrice associée à  
[image: image174.jpg]


  relativement à la base  
[image: image175.jpg](a,u(a),




  soit la matrice compagnon du polynôme  
[image: image176.jpg]


 .
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