ENSAE

CONCOURS D'ENTREE 2000

MATHEMATIQUES

1ère épreuve (option économique)
La clarté et la rigueur des raisonnements, ainsi que la qualité de la rédaction (présentation, lisibilité, orthographe) seront des éléments importants d'appréciation des copies.Il est notamment demandé aux candidats d'encadrer les résultats obtenus et de faire apparaître clairement les théorèmes utilisés et les points clés de leurs réponses. En particulier pour les questions dont l'énoncé fournit la réponse, le détail des calculs ou des justifications doit figurer explicitement sur la copie.
PROBLEME I
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  désigne l'espace vectoriel des matrices carrées de taille  
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  à coefficients réels.

a) Montrer que l'ensemble


[image: image3.wmf]2

{(,),(,)}

ab

Mabab

ba

-

æö

÷

ç

÷

==ç

÷

ç

÷

÷

ç

èø

äR

C


est un sous-espace vectoriel de  
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 Préciser sa dimension et en donner une base.

b) On considère l'application 


[image: image5.wmf]:

(,)

ab

zaibMab

ba

®

ì

ï

ï

ï

ï

ï

-

æö

F

í

÷

ç

ï

÷

=+=ç

÷

ï

ç

÷

ï

÷

ç

èø

ï

ï

î

a

C

C


où  
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  et  
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  désigne respectivement les parties réelle et imaginaire du nombre complexe  
[image: image8.wmf].
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c) Montrer que, pour tous nombres complexes  
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  et  
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  de  
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  on a 
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En déduire que 
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d) L'application  
[image: image14.wmf]F

  est-elle un isomorphisme d'espaces vectoriels ?

e) Soit  
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  et  
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  la matrice 
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Pour  
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  calculer  
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  Le résultat est-il encore valide pour  
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f) Soit  
[image: image21.wmf].

p

´

äN

  Déterminer une matrice  
[image: image22.wmf]2

()

M

äR

M

  telle que 
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2) On considère l'application 

3) 
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4) Soit  
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  et  
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  le sous-espace vectoriel de  
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  constitué des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à  
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a) Justifier que, pour tout  
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  la restriction  
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  de  
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  à  
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  est un endomorphisme de  
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b) Déterminer le noyau de  
[image: image34.wmf].
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  Préciser sa dimension.

c) Déterminer les valeurs propres de  
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f

  et préciser leur multiplicité.

d) L'endomorphisme  
[image: image36.wmf]n

f

  est-il diagonalisable ?

e) Soit  
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  un entier fixé. Déterminer un endomorphisme  
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  de  
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  tel que 
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  est composé  
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  fois). On pourra utiliser la question 2.b)

PROBLEME II

PARTIE A

Pour  
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  on pose 
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a) Déterminer le domaine de définition  
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  de  
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b) Prouver que, pour tout  
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c) Calculer  
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  pour  
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2) Prouver que pour tout  
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a) Rappeler la valeur de l'intégrale  
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b) Soit  
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  Prouver que 
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c) Prouver que, pour tout  
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  vérifiant  
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d) Pour  
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e) Soit  
[image: image69.wmf],

f

   
[image: image70.wmf]1

g

  et  
[image: image71.wmf]2

g

  trois fonctions continues sur  
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  On suppose que les fonctions  
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 Prouver que, pour tout  
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f) Prouver l'existence de  
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  tel que, pour tout  
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  vérifiant  
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g) Soit  
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  associé à  
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  comme à la question A.4.a) et  
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 Prouver qu'il existe  
[image: image91.wmf]0

B

>

  tel que, pour tout  
[image: image92.wmf],

xB

>

  on ait 


[image: image93.wmf]1

12(1)1(6)

2

x

xu

x

u

edu

x

x

a

a

ee

p

-

-

-++

ò

„„


(On pourra utiliser entre autres la question A.3.b))

PARTIE B

1) Pour  
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a) Pour  
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  on note  
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  la fonction définie par  
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  Etudier les variations de la fonction  
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b) Justifier que, pour tout  
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c) Prouver que, pour tout  
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  tel que  
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tend vers  
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  lorsque  
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d) Prouver pareillement que, pour tout  
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  tel que  
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tend vers  
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  lorsque  
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  tend vers  
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e) Montrer enfin que, pour  
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  tendant vers  
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f) En déduire un équivalent de  
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