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EXERCICE 1

Pour tout triplet de réels  
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  on pose  
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1) Justifier que pour tout triplet de réels  
[image: image3.wmf](,,)
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  la matrice  
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  est diagonalisable.

2) On pose  
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 .Montrer que  
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  est un  
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-espace vectoriel dont on déterminera une base et la dimension.

3) On pose  
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  et  
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  l'endomorphisme de  
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  de matrice  
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  dans la base canonique de  
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a) Calculer  
[image: image13.wmf]2
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  et  
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 . Donner un polynôme annulateur de  
[image: image15.wmf]C
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b) En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de  
[image: image16.wmf]h
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c) Donner une base de  
[image: image17.wmf]3
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  formée de vecteurs propres pour  
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  , et orthonormée pour le produit scalaire canonique de  
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4) On pose  
[image: image20.wmf]0,1,0
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  et  
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  l'endomorphisme de  
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  de matrice  
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  dans la base canonique de  
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a) Montrer que  
[image: image25.wmf]g

  et  
[image: image26.wmf]h

  commutent.

b) Montrer que tout vecteur propre de  
[image: image27.wmf]h

  est un vecteur propre de  
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c) En déduire que  
[image: image29.wmf]g

  et  
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  sont diagonalisables dans une même base et donner les valeurs propres de  
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d) Exprimer  
[image: image32.wmf],,
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  en fonction de  
[image: image33.wmf],,
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  et des réels  
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  ,  
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  et  
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e) En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de  
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5) Soit  
[image: image38.wmf]c

  un réel fixé.On considère l'application  
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  telle que pour tous triplets de réels  
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  et  
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 .On pose  
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a) Montrer que  
[image: image46.wmf]c
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  est une forme bilinéaire symétrique de  
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b) Calculer les 6 valeurs  
[image: image48.wmf](,)
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  pour  
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c) Etablir :  
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d) Déterminer l'ensemble des réels  
[image: image51.wmf]c

  tels que  
[image: image52.wmf]c
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  définisse un produit scalaire sur  
[image: image53.wmf]3
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EXERCICE 2

On considère, en admettant pour l'instant son existence, la fonction  
[image: image54.wmf]f

  définie sur  
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 par :
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a) Montrer que l'intégrale  
[image: image57.wmf]2

kt

tedt

+¥

-

-¥

ò

  converge pour tout entier naturel  
[image: image58.wmf]k

 . On la note  
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b) Montrer que pour tout entier naturel  
[image: image60.wmf]k

  ,  
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c) A l'aide du changement de variable  
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  montrer que pour tout entier naturel  
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  En déduire les valeurs de  
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  et  
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  en fonction de  
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d) En utilisant la densité d'une loi normale  
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  , calculer  
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 .En déduire  
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e) En déduire que pour tous réels  
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  ,  
[image: image75.wmf]b

  ,  
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  ,  
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  existe et  
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f) Montrer que  
[image: image79.wmf]f

  est une fonction de classe  
[image: image80.wmf]2
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 sur  
[image: image81.wmf]3
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g) Donner les dérivées partielles d'ordre 1 de  
[image: image82.wmf]f
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h) Donner les dérivées partielles d'ordre 2 de  
[image: image83.wmf]f
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i) On suppose que  
[image: image84.wmf](,,)
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  est un point critique de  
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 .Montrer que  
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  et que  
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 . En déduire que  
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 .Réciproquement, vérifier que le point  
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  est bien un point critique de  
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j) Donner la hessienne de  
[image: image91.wmf]f

  au point critique  
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2) Soit  
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  l'endomorphisme de  
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 de matrice  
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  relativement à la base canonique de  
[image: image96.wmf]3

¡

 .

a) Montrer que la famille  
[image: image97.wmf]((1,1,1),(1,0,1),(1,2,1))
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  a les propriétés suivantes :

i)  
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  est formée de vecteurs propres de  
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ii)  
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  est orthogonale pour le produit scalaire canonique de  
[image: image101.wmf]3
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iii)  
[image: image102.wmf]F

  est une base de  
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b) Montrer que si  
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c) En déduire que le point  
[image: image106.wmf]A

  est un point col de  
[image: image107.wmf]f
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EXERCICE 3

Dans tout l"énoncé  
[image: image108.wmf]S

  désigne un entier naturel non nul fixé.Une urne contient initialement  
[image: image109.wmf]4
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  boules indiscernables au toucher, dont : 
[image: image110.wmf]S

  boules rouges ,  
[image: image111.wmf]S

  boules vertes et 2 
[image: image112.wmf]S

  boules bleues.On effectue des tirages successifs d'une boule , au hasard , avec le protocole suivant :Si la boule tirée est rouge on ne la remet pas dans l'urne , mais on remet dans l'urne une boule bleue.Si la boule tirée est verte on la remet dans l'urne.Si la boule tirée est bleue on ne la remet pas dans l'urne , mais on remet dans l'urne une boule rouge.On note pour tout entier naturel non nul  
[image: image113.wmf]n

  , 
[image: image114.wmf]n
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  la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges présentes dans l'urne après le  
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  - ième tirage , et on note  
[image: image116.wmf]0
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  la variable aléatoire certaine égale à  
[image: image117.wmf]S

 .On rappelle que si  
[image: image118.wmf]A

  désigne un événement de probabilité non nulle et  
[image: image119.wmf]X

  une variable aléatoire discrète ,  
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  est l'espérance de  
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  pour la probabilité conditionnelle  
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1) Déterminer la loi de  
[image: image124.wmf]1
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  et calculer son espérance.

2) Déterminer la loi de  
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  et calculer son espérance.On suppose désormais que  
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  est un entier supérieur ou égal à  
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a) Soit  
[image: image129.wmf]k

  un entier appartenant à  
[image: image130.wmf]{
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 .Quelle est la composition de l'urne lorsque l'événement  
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b) Montrer alors que  
[image: image134.wmf]1
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 .Cette formule est-elle encore vraie lorsque  
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c) En déduire par la formule de l'espérance totale que  
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3) On note pour tout entier naturel  
[image: image138.wmf]n

  supérieur ou égal à  
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a) Déterminer le réel  
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  tel que  
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b) Montrer que la suite  
[image: image143.wmf]2
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  est géométrique.

c) En déduire l' expression de  
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  en fonction de  
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  ,  
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d) Montrer que  
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