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EXERCICE 1

On considère les matrices :  
[image: image1.jpg]5 -8 4 100 14a
d=| 1 00 | T=| 021 | Pa=| 121
010 002 110



  où  
[image: image2.jpg]aelR



 

On note  
[image: image3.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image4.jpg]R



  de matrice  
[image: image5.jpg]


  dans la base canonique  
[image: image6.jpg]


  de  
[image: image7.jpg]R



 .

1) Etudier en discutant selon  
[image: image8.jpg]


  l'inversibilité de la matrice  
[image: image9.jpg]


 . (On utilisera la méthode du pivot).

2) On note  
[image: image10.jpg]


  le polynôme défini sur  
[image: image11.jpg]


  par  
[image: image12.jpg]


 

a) Montrer par une méthode du pivot que :  
[image: image13.jpg]


  est valeur propre de  
[image: image14.jpg]de Q1) =0,



 

b) Calculer  
[image: image15.jpg]o



 . En déduire les valeurs propres de  
[image: image16.jpg]


 .

c) Déterminer une base de chaque sous-espace propre de  
[image: image17.jpg]


 .La matrice  
[image: image18.jpg]


  est-elle diagonalisable ?

3) On définit les triplets  
[image: image19.jpg]= (L1



  et  
[image: image20.jpg]77 = (4.2,1)



  .

a) Justifier que  
[image: image21.jpg]P57 = o7



  et que  
[image: image22.jpg](33 = 253,



 Déterminer le réel  
[image: image23.jpg]an



  tel que le triplet  
[image: image24.jpg]


  vérifie 
[image: image25.jpg]


 

b) Montrer grâce à la question  
[image: image26.jpg]


  que  
[image: image27.jpg]


  est inversible.En déduire que la famille  
[image: image28.jpg]S
<
<



  est une base de  
[image: image29.jpg]R



 .

c) Vérifier par calcul que  
[image: image30.jpg]


  (ce résultat servira en question 4.)

d) Sans calculer  
[image: image31.jpg]Pl



 , justifier la relation:  
[image: image32.jpg]A=P,TP;}



 

e) Montrer que pour tout entier naturel  
[image: image33.jpg]


 ,  
[image: image34.jpg]1o o
™= 02" a2t
00 2



 

4) On considère la suite  
[image: image35.jpg](n ) pen



  ainsi définie :  
[image: image36.jpg]w =1, w souz=1
POUr tout entier NAtrel #,  tyys = Sttpez = Bttt + detn



 

a) On pose, pour tout entier naturel  
[image: image37.jpg]


 , 
[image: image38.jpg]Uni2
Vam | wmn

n



  . Montrer que 
[image: image39.jpg]


 .

b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel  
[image: image40.jpg]X, P el




 .

c) En utilisant la question 3., exprimer  
[image: image41.jpg]tin



  en fonction de  
[image: image42.jpg]


  pour tout entier naturel  
[image: image43.jpg]


 .

EXERCICE 2

Les questions 2 et 3 sont indépendantes.

On considère la fonction  
[image: image44.jpg]


  définie sur  
[image: image45.jpg]


  par  
[image: image46.jpg]g(x) = e* —x



 .Pour chaque entier naturel  
[image: image47.jpg]


  supérieur ou égal à 2, on considère l'équation notée  
[image: image48.jpg](Ex)



  :  
[image: image49.jpg]


  d'inconnue le réel  
[image: image50.jpg]


  ..

a) Dresser le tableau des variations de  
[image: image51.jpg]


  en précisant les limites aux bornes.

b) Montrer que l'équation  
[image: image52.jpg](Ex)



  admet exactement deux solutions, l'une strictement négative notée  
[image: image53.jpg]ot



  et l'autre strictement positive notée  
[image: image54.jpg]Bn



 .

2) Dans cette question on note  
[image: image55.jpg](45 en



  la suite ainsi définie : 
[image: image56.jpg]up = -1
Pour tout entier naturel &, w4,




 

a) On rappelle que  
[image: image57.jpg]ay



  est le réel strictement négatif obtenu à la question 1.(b) lorsque  
[image: image58.jpg]


 Calculer  
[image: image59.jpg]g(-1)



  et  
[image: image60.jpg]g(-2)



  puis montrer que  
[image: image61.jpg]2gay <



 .

b) Justifier que  
[image: image62.jpg]


 .En déduire par récurrence sur  
[image: image63.jpg]


  que pour tout entier naturel  
[image: image64.jpg]ay € up € —



 

c) En utilisant l'inégalité des accroissements finis avec une fonction adéquate, montrer que pour tous réels  
[image: image65.jpg]


  et  
[image: image66.jpg]


  tels que  
[image: image67.jpg]0<eb-ems L-a)



 

d) Montrer que pour tout entier naturel  
[image: image68.jpg]


 ,  
[image: image69.jpg]g — @3 = e — gm1



 En déduire par récurrence sur k que pour tout entier naturel  
[image: image70.jpg]e
05 u-ap < (2 ¢
B



 .

e) Montrer que la suite  
[image: image71.jpg](45 en



  est convergente et de limite  
[image: image72.jpg]ay



 .

f) On considère le programme Turbo-Pascal suivant: ( où trunc désigne la fonction partie entière)program ex2 ;var N, k : integer ; epsilon, u : real ; beginwriteln ( ' Donnez un reel strictement positif');readln (epsilon );N := trunc ( - Ln (epsilon ) ) + 1 ; u . -1 ;for k := 1 to N do ........................... ;end.Montrer que l'entier naturel  
[image: image73.jpg]


  calculé dans ce programme vérifie :  
[image: image74.jpg](LY < epston



 Compléter la partie pointillée de ce programme afin que la variable u contienne après son exécution une valeur approchée de  
[image: image75.jpg]ay



  à epsilon près.

3) On revient au cas général où  
[image: image76.jpg]nz2



 .

a) Montrer que  
[image: image77.jpg]12 g(lnn) < .



  En déduire  
[image: image78.jpg](In(21)) > #



  ( on donne  
[image: image79.jpg]0,69



  ).

b) En déduire que  
[image: image80.jpg]In(#) < fx < In(2x)



 , puis établir  
[image: image81.jpg]Bn



 .

EXERCICE 3

Dans cet exercice  
[image: image82.jpg]


  désigne un réel fixé strictement positif et on considère la fonction  
[image: image83.jpg]


  définie sur  
[image: image84.jpg]


  par :
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a) Etudier la continuité de  
[image: image86.jpg]


 .

b) Montrer que  
[image: image87.jpg]


  est une densité de probabilité.On note dans toute la suite  
[image: image88.jpg]


  une variable aléatoire réelle de densité  
[image: image89.jpg]


 .  
[image: image90.jpg]


  désigne sa fonction de répartition.

c) Déterminer la valeur  
[image: image91.jpg]Fy(x)



  lorsque  
[image: image92.jpg]x <0



 , puis lorsque  
[image: image93.jpg]x> R



 

d) Montrer que pour tout réel  
[image: image94.jpg]


  de  
[image: image95.jpg]


 ,  
[image: image96.jpg]2
Fy(x) = ;T



 .

e) Montrer que  
[image: image97.jpg]


  admet une espérance et que  
[image: image98.jpg]By - &



 

f) Montrer que  
[image: image99.jpg]


  admet une variance et que  
[image: image100.jpg]


 Dans toute la suite  
[image: image101.jpg]


  désigne un entier naturel non nul et  
[image: image102.jpg]X1.Xs,




  des variables aléatoires indépendantes et de même loi que  
[image: image103.jpg]


 . On cherche à estimer le réel  
[image: image104.jpg]


  à l'aide de  
[image: image105.jpg]X1.Xs,

K



  .

2) On note  
[image: image106.jpg]Tn

¥l

P«



  et on cherche à estimer  
[image: image107.jpg]


  avec  
[image: image108.jpg]Tn



 Montrer que  
[image: image109.jpg]T



  est un estimateur sans biais de  
[image: image110.jpg]


  et calculer son risque quadratique noté  
[image: image111.jpg](To).



 

3) On note  
[image: image112.jpg]


  la variable aléatoire prenant pour valeur le maximum des valeurs prises par les variables  
[image: image113.jpg]X1.Xs,

K



 , de sorte que pour tout réel  
[image: image114.jpg]x, Mpgx)=(X €x)NH )N N(Xy < x).



 

a) Montrer que pour tout réel  
[image: image115.jpg]


 ,  
[image: image116.jpg]P(My & x) = (Fy(x))"



 . En déduire la fonction de répartition de  
[image: image117.jpg]


 , puis montrer que  
[image: image118.jpg]


  est une variable aléatoire à densité.

b) Montrer qu'une densité possible de  
[image: image119.jpg]


  est la fonction  
[image: image120.jpg]Zn



  définie sur  
[image: image121.jpg]


  par : 


[image: image122.jpg]{gn(l) - 2}1!;;‘ site[0R]
gn(t)=0 site[0,8]




c) Montrer que  
[image: image123.jpg]


  admet une espérance et une variance, et que: 


[image: image124.jpg]BMy) = 2R et V)= ——2 R
2 t s T
)= e (et 1)(2n+ 1)





d) On cherche à estimer  
[image: image125.jpg]


  avec  
[image: image126.jpg]


  :Calculer le biais de  
[image: image127.jpg]


 , noté  
[image: image128.jpg](M)



 , et son risque quadratique noté  
[image: image129.jpg]r(M)



 .

e) Déterminer un équivalent simple lorsque  
[image: image130.jpg]


  tend vers  
[image: image131.jpg]


  de  
[image: image132.jpg](M)



  et  
[image: image133.jpg]r(M)



 .

f) Quels sont les avantages et les inconvénients réciproques des estimateurs  
[image: image134.jpg]T



  et  
[image: image135.jpg]


  ?
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