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EXERCICE 1

Soient les matrices carrées :  
[image: image1.jpg]100 000 100
4=| 656 | H=| 3-33 010
2-23 1-11 001




 

a) Montrer que  
[image: image2.jpg]A2

37-24



 . En déduire que A est inversible et détailler la matrice  
[image: image3.jpg]


 .

b) Montrer qu'il existe un réel a tel que  
[image: image4.jpg]AH = al



 .

c) Montrer qu'il existe un réel  
[image: image5.jpg]


  tel que  
[image: image6.jpg]A=1+bH



 .

On considère la suite  
[image: image7.jpg](B )nelt



  définie par : 


[image: image8.jpg]bo=0
PoUr tout entier naturel #, by = ~3b, + 2




d) Sans calculer  
[image: image9.jpg]by



 , montrer par récurrence que pour tout entier naturel  
[image: image10.jpg]


 ,  
[image: image11.jpg]Am = [+ bl



 .

e) En déduire  
[image: image12.jpg]


 

f) Calculer  
[image: image13.jpg]by



  en fonction de  
[image: image14.jpg]


  puis exprimer la matrice colonne  
[image: image15.jpg]3bat3
bt 3



  en fonction de  
[image: image16.jpg]


 .

On considère maintenant les suites  
[image: image17.jpg](i el



  et  
[image: image18.jpg](Vo Il



  définies par : 


[image: image19.jpg]uo=vo=3
PoUr toUL entier naturel #, tuyy = 6= St + 6V 81 Yoy = 2= 2un + vy




On note, pour tout entier naturel  
[image: image20.jpg]


 ,  
[image: image21.jpg]


 .

g) Montrer que pour tout entier naturel  
[image: image22.jpg]


   
[image: image23.jpg]Krl

&



 .

h) En déduire que pour tout entier naturel  
[image: image24.jpg]


   
[image: image25.jpg]Anxy



 .

i) Calculer finalement  
[image: image26.jpg]tin



  et  
[image: image27.jpg]Vi



  en fonction de n.

EXERCICE 2

On considère une constante réelle  
[image: image28.jpg]


  strictement supérieure à 1.On note alors  
[image: image29.jpg]


  la fonction définie sur  
[image: image30.jpg]


  par: 


[image: image31.jpg]L sitcis4
A= A

0 sic<lout> 4




a) Justifier que pour tout réel  
[image: image32.jpg]


 ,  
[image: image33.jpg]ft) =0



 .

b) Calculer  
[image: image34.jpg]40



  dans les trois cas suivants :  
[image: image35.jpg]t<1, 1<t<d, t>4



 .Quel est le sens de variation de  
[image: image36.jpg]


  sur l'intervalle  
[image: image37.jpg]


  ?

c) Dans cette question uniquement on suppose que  
[image: image38.jpg]


 . On donne  
[image: image39.jpg]


 . Tracer l'allure de la courbe de  
[image: image40.jpg]


  dans un repère orthonormé d'unité 5cm.

On note  
[image: image41.jpg]


  la fonction définie sur  
[image: image42.jpg]


  par :  
[image: image43.jpg]Flx) = \ Aty



 .

d) Calculer  
[image: image44.jpg]F(x)



  dans le cas où  
[image: image45.jpg]


 .

e) Montrer que si  
[image: image46.jpg]lgxg A,



   
[image: image47.jpg]P(x) = bz



 . Donner  
[image: image48.jpg]FlA)



 .

f) Montrer que pour tout réel  
[image: image49.jpg]x> A,



   
[image: image50.jpg]Fxy=1



 .On dit qu'une variable aléatoire  
[image: image51.jpg]


  suit la loi de Benford de paramètre A lorsque cette variable aléatoire  
[image: image52.jpg]


  est une variable à densité, de densité  
[image: image53.jpg]


  et de fonction de répartition  
[image: image54.jpg]


 .On suppose dans toute la suite que  
[image: image55.jpg]


  suit une loi de Benford de paramètre 10 et on remplace doncle réel  
[image: image56.jpg]


  par 10 dans les expressions de  
[image: image57.jpg]


  et de  
[image: image58.jpg]


 .

g) Montrer que l'espérance de  
[image: image59.jpg]


  vaut  
[image: image60.jpg]


 

h) Soient  
[image: image61.jpg]ab



  et  
[image: image62.jpg]


  trois réels tels que :  
[image: image63.jpg]lsa<b=10



 , 
[image: image64.jpg]1< ac < be < 10,



 Calculer en fonction de  
[image: image65.jpg]


  et  
[image: image66.jpg]


  les probabilités :  
[image: image67.jpg]Pla<X<b)



  et  
[image: image68.jpg]Plac < X < be)



 .Montrer qu'elles sont égales. (On dit que la loi de Benford est invariante par changement d'échelle).

2) On note  
[image: image69.jpg]


  la variable aléatoire définie par  
[image: image70.jpg]


 .

a) Soit  
[image: image71.jpg]


  un réel strictement inférieur à 1. Justifier que  
[image: image72.jpg]


 

b) Soit  
[image: image73.jpg]


  un réel strictement supérieur à  
[image: image74.jpg]100



 . Justifier que  
[image: image75.jpg]


 .

c) Montrer que  
[image: image76.jpg]P(¥Y< 64) = P(X < 8) = %



 .

d) Plus généralement, soit  
[image: image77.jpg]


  un réel appartenant à  
[image: image78.jpg][1,100]



  : Montrer que  
[image: image79.jpg]Iny
PY<y) = 55



 .

e) Déterminer une densité de  
[image: image80.jpg]


  et montrer que  
[image: image81.jpg]


  suit une loi de Benford de paramètre 100.

EXERCICE 3

Les parties B et C sont indépendantes
On considère trois urnes : l'urne  
[image: image82.jpg]


  contient deux boules rouges et trois boules bleues, l'urne  
[image: image83.jpg]


  contient une boule rouge et aucune boule bleue et l'urne  
[image: image84.jpg]


  contient une boule bleue et aucune boule rouge.On choisit d'abord une de ces trois urnes au hasard avec équiprobabilité. Une fois cette urne choisie, on effectue dans cette urne  une série illimitée de tirages d'une boule, avec remise dans cette urne. Pour  
[image: image85.jpg]1,2,3




  on note  
[image: image86.jpg]


  l'événement : « l'urne choisie pour les tirages est l'urne  
[image: image87.jpg]


  ».Pour tout entier naturel non nul  
[image: image88.jpg]


 , on note  
[image: image89.jpg]


 « le  
[image: image90.jpg]


 -ième tirage a amené une boule rouge ».

Partie A

1) Justifier que les événements ( 
[image: image91.jpg]Uy, Up Us



 ) forment un système complet d'événements. Soit  
[image: image92.jpg]ke Nx



  Donner les probabilités conditionnelles  
[image: image93.jpg]P (R



 ,  
[image: image94.jpg]P, (R



 ,  
[image: image95.jpg]P (Ry)



 .En déduire  
[image: image96.jpg]P(Ry)

Gl



 .

2) Soit  
[image: image97.jpg]


  un entier naturel non nul.

a) Justifier que  
[image: image98.jpg]PN BN N Ry = (2



 .

b) Préciser les valeurs de  
[image: image99.jpg]Pu(RINRyN - NRy)



  et  
[image: image100.jpg]Pu,(RINRzN - NRy)



 . En déduire par formule des probabilités totales que  
[image: image101.jpg]PRINR N NRa) =




 .

3) Montrer que les événements  
[image: image102.jpg]


  et  
[image: image103.jpg]


  ne sont pas indépendants.

Partie B

1) Montrer que pour tout entier  
[image: image104.jpg]k=2



 ,  
[image: image105.jpg]i e
Prnsn- o 1(8) = wam



 .

2) On note  
[image: image106.jpg]


  la variable aléatoire égale au rang où une boule bleue apparait pour la première fois, et égale à 0 si aucune boule bleue n'apparait jamais.

a) Justifier que  
[image: image107.jpg]PZ=1)



 .

b) Soit un entier  
[image: image108.jpg]k=2



 . Montrer que  
[image: image109.jpg]PR N RN N R P rinin ni 1 (Re)




 . En déduire grâce aux questions précédentes que pour tout entier  
[image: image110.jpg]k=2



 ,  
[image: image111.jpg]1
Fz-p-1(2)"



 .

c) Calculer  
[image: image112.jpg]Pz =1+ S EE- 1)
Lt



  et en déduire  
[image: image113.jpg]P(Z=0)



 .

Partie C
Dans cette partie on s'intéresse à la variable aléatoire  
[image: image114.jpg]


  égale au nombre de tirages ayant amené une boule rougeau cours des 200 premiers tirages.

a) Donner  
[image: image115.jpg](%))



 .

b) Soit  
[image: image116.jpg]


  un entier de  
[image: image117.jpg]{0,...,200}



 . Justifier que  
[image: image118.jpg]Pu= i = ()2 (2P



 .

c) Montrer que pour tout entier k tel que  
[image: image119.jpg]1< k< 199



 ,  
[image: image120.jpg]PE=k)= %PU, &=k



 .

2) On approchera toute variable  
[image: image121.jpg]


  de loi binomiale  
[image: image122.jpg]B(200.2)



  par une variable  
[image: image123.jpg]


  de loi normale  
[image: image124.jpg]M(80,48)



 :

a) Montrer que  
[image: image125.jpg]T -2 <
~ P2

100) ~

<

P(60 <




 .

b) Utiliser cette approximation pour montrer que  
[image: image126.jpg]P(60 < X < 100) = 0,11



 .(On donne: 
[image: image127.jpg]


 où  
[image: image128.jpg]


  est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite)
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