Option générale et technologique

Concours National d'admission 1983
MATHEMATIQUES I
Algèbre et analyse
EXERCICE

On note 
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1° Calculer  
[image: image2.wmf]2
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  Vérifier la relation 


[image: image3.wmf]2

32O

AAI

-+=


2° En déduire que  
[image: image4.wmf]A

  est inversible et calculer son inverse  
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3° On pose 


[image: image6.wmf]0

1

,

2

nn

n

n

AI

AAA

n

BAAI

+

=

ì

=´

ï

ï

ï

"

í

ï

=+-

ï

ï

î

äN


Montrer successivement que, pour tout  
[image: image7.wmf]n

  entier naturel, on a :

a)  
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b)  
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c)  
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2.

nn

BB

++

=

 

4° Calculer, pour tout  
[image: image11.wmf]n

  entier naturel,  
[image: image12.wmf]n

B

  en fonction de  
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  et de  
[image: image14.wmf].

n

  En déduire  
[image: image15.wmf]n
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  en fonction de  
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  et de  
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  et donner l'expression de  
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  en fonction de  
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5° Pour tout  
[image: image20.wmf]n

  entier naturel non nul, on note 
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Montrer que l'expression obtenue en 4. est encore valable pour les exposants strictement négatifs.

II. Soit  
[image: image22.wmf]E

  l'espace vectoriel de base  
[image: image23.wmf]123
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  et  
[image: image24.wmf]g

  une application linéaire de  
[image: image25.wmf]E

  dans  
[image: image26.wmf]E

  vérifiant :
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où 
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On note 
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1° Montrer que :
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Exprimer  
[image: image31.wmf]2

g

  et  
[image: image32.wmf]3
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  en fonction de  
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  et de  
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2° Etablir par récurrence que, pour tout  
[image: image35.wmf]n

  entier naturel, il existe un couple de réels  
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  vérifiant :
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Exprimer  
[image: image38.wmf]1
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  et  
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  en fonction de  
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  et  
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  En déduire les expressions de  
[image: image42.wmf]n
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  et  
[image: image43.wmf]n
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  en fonction de  
[image: image44.wmf].
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3° Retrouver directement l'expression de  
[image: image45.wmf]n

g

  à l'aide du binôme de Newton.

4° Vérifier alors le résultat établi en I. 4 
[image: image46.wmf]°

 

PROBLEME

Pour tout entier naturel  
[image: image47.wmf],

n

  on considère la fonction :


[image: image48.wmf]1/

0si 0

(1)si 0

n

x

x

f

x

nxex

+

-

®

=

ì

ï

ï

ï

í

ï

+>

ï

ï

î

a

RR


On appelle  
[image: image49.wmf]()

n
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  la courbe représentative de  
[image: image50.wmf]n

f

  dans un repère rapporté à un repère orthonormé  
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a) Etudier la continuité de  
[image: image52.wmf]n

f

  sur  
[image: image53.wmf].
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b) Etudier la dérivabilité de  
[image: image54.wmf]n

f

  sur  
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  Donner le sens de variation de  
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c) Etudier, suivant les valeurs de  
[image: image57.wmf],

n

  la branche infinie de  
[image: image58.wmf]();

n

C

  on donnera une équation de l'asymptote à  
[image: image59.wmf]().
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d) Discuter, suivant les valeurs de  
[image: image60.wmf],

n

  l'existence d'un point d'inflexion  
[image: image61.wmf]n
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  de  
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  dont on donnera les coordonnées.

e) Construire dans le repère  
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  les courbes  
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2° On veut démontrer que, pour tout  
[image: image67.wmf]k

  entier naturel non nul,  
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  admet une dérivée  
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  sur  
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  telle que :
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où  
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  est une fonction polynôme de degré  
[image: image73.wmf]2.
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a) Vérifier la propriété pour les valeurs  
[image: image74.wmf]1,

   
[image: image75.wmf]2,

   
[image: image76.wmf]3

  de  
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  en précisant les fonction  
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b) Démontrer la propriété par récurrence; expliciter  
[image: image81.wmf],1
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  en fonction de  
[image: image82.wmf],
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  et de sa dérivée. En déduire  
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II. Dans cette partie,  
[image: image84.wmf]n

  est fixé égal à  
[image: image85.wmf]1.

 

1° Soit  
[image: image86.wmf]0
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  un réel strictement positif; montrer que la tangente à  
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  au point d'abscisse  
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  coupe l'axe  
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  en un point d'abscisse  
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2° On définit la suite  
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  par :
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a) Etudier les variations de  
[image: image94.wmf]g

  sur  
[image: image95.wmf][0,1].

 

b) En déduire que, pour tout entier naturel non nul  
[image: image96.wmf],
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  on a :
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c) Montrer que la suite  
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  converge et préciser sa limite.

3° Soit  
[image: image99.wmf]p
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  le point de l'axe  
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  d'abscisse  
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 Par construction géométrique obtient-on le point  
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4° Pour  
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  entier naturel non nul,

a) Calculer  
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  en fonction de  
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b) Montrer que : 
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En déduire que :
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c) Pour tout  
[image: image108.wmf]k

  entier naturel supérieur ou égal à 2, comparer  
[image: image109.wmf]1
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  et  
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  et montrer que pour tout  
[image: image111.wmf]p

  entier naturel supérieur ou égal à 2 :
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d) En déduire que la suite  
[image: image113.wmf]()
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  converge; préciser sa limite.

5° Justifier l'existence de l'intégrale :
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6° Démontrer qu'il n'existe qu'une seule valeur de  
[image: image115.wmf],

n

  notée  
[image: image116.wmf]0
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  pour laquelle la fonction  
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  possède sur  
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  une primitive  
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  telle que :
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7° Calculer  
[image: image121.wmf]0
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 Interpréter géométriquement le résultat.
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