Option générale

Concours National d'admission 1987
MATHEMATIQUES I
Algèbre et analyse
L'épreuve est constitué d'un exercice et d'un problème

EXERCICE
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  désigne l'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 à coefficients réels. On rappelle que  
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  (où  
[image: image3.wmf]+

  et  
[image: image4.wmf]´

  désignent respectivement l'addition et la multiplication des matrices) est un anneau dont l'élément unité est :
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I. On note  
[image: image6.wmf]506
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1° Calculer  
[image: image7.wmf]1
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  puis  
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2° Par convention, on note  
[image: image9.wmf]0
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  Démontrer qu'il existe une suite  
[image: image10.wmf]()
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  telle que :
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avec :  
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3° Calculer  
[image: image13.wmf]n
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  en fonction de  
[image: image14.wmf]n

  et donner l'expression de  
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  en fonction de  
[image: image16.wmf].
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II. Soit 
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1° Calculer  
[image: image18.wmf]2
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  en déduire que  
[image: image19.wmf]J

  n'est pas inversible dans  
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2° On considère  
[image: image21.wmf]2
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a) Montrer que  
[image: image22.wmf]E

  est stable pour la multiplication des matrices.

b) Quels sont les éléments de  
[image: image23.wmf]E

  admettant dans  
[image: image24.wmf]E

  un symétrique pour la multiplication.

c) Résoudre dans  
[image: image25.wmf]E

  les équations suivantes :
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3° On se propose de calculer  
[image: image27.wmf]n
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  à l'aide de  
[image: image28.wmf].
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a) Montrer que  
[image: image29.wmf]M

  appartient à  
[image: image30.wmf].
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b) En utilisant la formule du binôme de Newton, en déduire que :
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III. L'espace vectoriel  
[image: image32.wmf]3
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  est rapporté à sa base canonique  
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 . Soit  
[image: image34.wmf]j

  l'endomorphisme de  
[image: image35.wmf]3
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  dont la matrice dans  
[image: image36.wmf]B

  est  
[image: image37.wmf].
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1° Déterminer, à l'aide de la méthode du pivot de Gauss, une forme réduite de  
[image: image38.wmf].
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 En déduire la dimension de l'image de  
[image: image39.wmf]j

  et de celle de son noyau.

2° Donner une base de l'image de  
[image: image40.wmf]j

  ainsi qu'une base de son noyau.

3° Montrer que, pour tout vecteur  
[image: image41.wmf]x

  de  
[image: image42.wmf]3
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  appartient au noyau de  
[image: image44.wmf].
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 En déduire que tout vecteur de  
[image: image45.wmf]3
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  s'écrit :
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[image: image47.wmf]s

  appartenant à l'image de  
[image: image48.wmf]j

  et  
[image: image49.wmf]v

  au noyau de  
[image: image50.wmf].
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 Vérifier que l'intersection de l'image et du noyau est réduite au vecteur nul et en déduire l'unicité du couple  
[image: image51.wmf](,)
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PROBLEME

1) On rappelle que  
[image: image52.wmf],
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  ensemble des applications de  
[image: image53.wmf]´
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  vers  
[image: image54.wmf]R

 , muni de l'addition des applications (noté  
[image: image55.wmf])
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  et de la multiplication par les réels (noté  
[image: image56.wmf]×

 ) est un espace vectoriel sur  
[image: image57.wmf].
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 Soit  
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a) Montrer que  
[image: image60.wmf]E

  et  
[image: image61.wmf]F

  sont des sous-espaces vectoriels de  
[image: image62.wmf](,,).
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  Donner une base  
[image: image63.wmf]B

  de  
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  et une base  
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  de  
[image: image66.wmf].
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b) Soit  
[image: image67.wmf].
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i) Montrer que  
[image: image68.wmf]f

  est dérivable sur  
[image: image69.wmf].
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ii) Etablir que  
[image: image70.wmf].
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iii) Prouver que l'application  
[image: image71.wmf]D

  qui à  
[image: image72.wmf]f

  associe  
[image: image73.wmf]f
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  est un élément de  
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iv) Donner la matrice de  
[image: image75.wmf]D

  relativement aux bases  
[image: image76.wmf]B

  et  
[image: image77.wmf]B
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c) Soit  
[image: image78.wmf]2
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i) Montrer que  
[image: image79.wmf]k

  est un élément de  
[image: image80.wmf]E

  et donner ses coordonnées dans  
[image: image81.wmf].
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ii) Déterminer la fonction dérivée  
[image: image82.wmf].
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2) Soit  
[image: image83.wmf]2
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 On note  
[image: image84.wmf]()
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  la courbe représentative de  
[image: image85.wmf]h

  dans le plan rapporté à un repère orthonormé  
[image: image86.wmf](,,)
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  (unité : 5 cm)

i) Etudier la continuité et la dérivabilité de  
[image: image87.wmf]h

  sur  
[image: image88.wmf].
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ii) Résoudre dans  
[image: image89.wmf]´
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  l'inéquation :
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iii) Déterminer le sens de variation de  
[image: image91.wmf].
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iv) Quelle est la nature de la branche infinie de  
[image: image92.wmf]()
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  ?

v) Etudier la concavité de  
[image: image93.wmf].
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vi) Donner une équation de la tangente à  
[image: image94.wmf]()
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  au point d'inflexion.

b) Construire  
[image: image95.wmf]().
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c) Soit  
[image: image96.wmf]1/
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i) Montrer que  
[image: image97.wmf]F

  est continue sur  
[image: image98.wmf].
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ii) Calculer  
[image: image99.wmf]()
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  pour  
[image: image100.wmf]0
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 , en déduire  
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iii) Soit :
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Calculer en cm 
[image: image103.wmf]2

  l'aire de  
[image: image104.wmf].

A

 

d) Démontrer que pour tout entier naturel  
[image: image105.wmf]n

  supérieur ou égal à  
[image: image106.wmf]2,

  on a :
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où  
[image: image108.wmf](2)
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  désigne la dérivée d'ordre  
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i) Soit  
[image: image111.wmf].
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  Montrer qu'il existe  
[image: image112.wmf]q

  tel que :
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ii) Démontrer que  
[image: image114.wmf]q

  est solution de l'équation :
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iii) Résoudre cette équation. On note  
[image: image116.wmf]1
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  et  
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  les solutions ( 
[image: image118.wmf]12
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iv) Donner la valeur de  
[image: image119.wmf]12
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v) Montrer que pour  
[image: image121.wmf]1,
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[image: image122.wmf]1
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  et  
[image: image123.wmf]2
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  appartiennent à  
[image: image124.wmf]]0,1[.

 

vi) Etablir que pour  
[image: image125.wmf]1,
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  est élément de  
[image: image127.wmf]]0,1[

  et  
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  appartient à  
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3) Soit  
[image: image130.wmf](
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(où  
[image: image131.wmf]exp

  est la fonction exponentielle)

i) Montrer que  
[image: image132.wmf]j

  est continue en  
[image: image133.wmf]0.

 

ii)  
[image: image134.wmf]j

  est-elle dérivable en  
[image: image135.wmf]0
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iii) Calculer  
[image: image136.wmf]lim.
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iv) Etudier les variations de  
[image: image137.wmf].
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v) Construire la représentation graphique  
[image: image138.wmf]()
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  de  
[image: image139.wmf]j

  dans le repère de la partie  
[image: image140.wmf].

B

 

b) Soient  
[image: image141.wmf]M

  et  
[image: image142.wmf]N

  les points d'abscisse  
[image: image143.wmf]x
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  appartenant respectivement à  
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  :  
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  et  
[image: image147.wmf]K

  désignent les projections orthogonales respectives de  
[image: image148.wmf]N

  sur l'axe  
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  On note  
[image: image151.wmf]P

  le point de coordonnées  
[image: image152.wmf](0;1)

 

i) On désigne par  
[image: image153.wmf]()
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  la parallèle à la droite  
[image: image154.wmf]()
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  passant par  
[image: image155.wmf].
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  Déterminer les coordonnées de l'intersection  
[image: image156.wmf]L

  de  
[image: image157.wmf]()
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  et de l'axe  
[image: image158.wmf](,).
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ii) Soit  
[image: image159.wmf]1
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  le point de  
[image: image160.wmf]()
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  de même abscisse que  
[image: image161.wmf].
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  Démontrer que la tangente en  
[image: image162.wmf]1
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  à  
[image: image163.wmf]()
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  est parallèle à la droite  
[image: image164.wmf]().
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  On illustrera cette question 3 
[image: image165.wmf]°

  sur le graphique en donnant à  
[image: image166.wmf]x

  la valeur  
[image: image167.wmf]1.
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