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PROBLEME I

Les deux parties de ce problème peuvent être traitées séparément.
Soit  
[image: image1.wmf]E

  un espace vectoriel de dimension 3 sur le corps des réels,  
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  une base de  
[image: image3.wmf]E

  et  
[image: image4.wmf]()
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  l'espace vectoriel des endomorphismes de  
[image: image5.wmf].
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 Soit  
[image: image6.wmf]f

  l'élément de  
[image: image7.wmf]()
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  dont la matrice, dans la base  
[image: image8.wmf],
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  est :
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PREMIERE PARTIE 

Question 1

1) Montrer que  
[image: image10.wmf]f

  admet une valeur propre triple  
[image: image11.wmf]m

  que l'on déterminera

2) Déterminer le rang de l'endomorphisme  
[image: image12.wmf]()
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  où  
[image: image13.wmf]i

  désigne l'application identique de  
[image: image14.wmf];
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  en déduire la dimension du sous-espace propre associé à la valeur propre  
[image: image15.wmf].
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  L'endomorphisme  
[image: image16.wmf]f

  est-il diagonalisable ? Justifier la réponse.

Question 2

1) Déterminer un vecteur propre  
[image: image17.wmf]1

u

uur

  de  
[image: image18.wmf].
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 Soit  
[image: image19.wmf]1
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  le sous-espace vectoriel de  
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  engendré par  
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 Soit  
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  le sous-espace vectoriel engendré par  
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2) Montrer que  
[image: image24.wmf]1
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  et  
[image: image25.wmf]1
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  sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans  
[image: image26.wmf].
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 Notons  
[image: image27.wmf]1
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  l'élément de  
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  qui associe à tout vecteur  
[image: image29.wmf]x
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  de  
[image: image30.wmf]E

  sa projection sur  
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  parallèlement à  
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 ; soient  
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  les coordonnées d'un vecteur  
[image: image34.wmf]x
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  dans la base  
[image: image35.wmf],
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3) Déterminer les coordonnées de  
[image: image36.wmf]1
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  dans la base  
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  de  
[image: image38.wmf]1
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4) Déterminer la matrice  
[image: image39.wmf]1

P

  représentant  
[image: image40.wmf]1
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  dans  
[image: image41.wmf]ò

  puis la matrice  
[image: image42.wmf]M

  représentant  
[image: image43.wmf]1
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  dans  
[image: image44.wmf].
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Question 3

1) Montrer que  
[image: image45.wmf]m

  est valeur propre de  
[image: image46.wmf]1
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2) Quelle est la dimension du sous-espace propre de  
[image: image47.wmf]1
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  associé à la valeur propre  
[image: image48.wmf].
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3) Montrer que  
[image: image49.wmf]123
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  est une base de  
[image: image50.wmf];
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  quelle est la matrice de  
[image: image51.wmf]f

  dans cette base.

DEUXIEME PARTIE

Question 1

Notons  
[image: image52.wmf]t

A

  la transposée de la matrice  
[image: image53.wmf]A

 

1) Montrer que  
[image: image54.wmf].
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  est la matrice dans la base  
[image: image55.wmf]ò

  d'une forme quadratique définie positive  
[image: image56.wmf].
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 On notera  
[image: image57.wmf]x
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  la norme du vecteur  
[image: image58.wmf]x
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  de  
[image: image59.wmf]E

  définie par la forme quadratique  
[image: image60.wmf],
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  et  
[image: image61.wmf]X

  la matrice colonne des coordonnées d'un vecteur  
[image: image62.wmf]x
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  de  
[image: image63.wmf]E

  sur la base  
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2) Exprimer  
[image: image65.wmf]x
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  en fonction de  
[image: image66.wmf]X

  et  
[image: image67.wmf].
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3) Application numérique : calculer  
[image: image68.wmf]x
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  pour  
[image: image69.wmf]5
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Question 2

Soit  
[image: image70.wmf]123
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  une autre base de  
[image: image71.wmf];
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  soit  
[image: image72.wmf]Y

  la matrice colonne des coordonnées d'un vecteur  
[image: image73.wmf]x
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  de  
[image: image74.wmf]E

  dans la base  
[image: image75.wmf]F

 , et soit  
[image: image76.wmf]Q

  la matrice de changement de base telle que  
[image: image77.wmf].
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1) Exprimer  
[image: image78.wmf]x
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  en fonction de  
[image: image79.wmf],
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[image: image80.wmf]Q

 ,  
[image: image81.wmf].
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2) Montrer que l'on peut choisir  
[image: image82.wmf]F

  pour que  
[image: image83.wmf]2
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 Donner un exemple d'une telle base et préciser la matrice de changement de base  
[image: image85.wmf]Q

  correspondante.

Question 3

Soit  
[image: image86.wmf](),
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  notons  
[image: image87.wmf]{()/,1}.

ShxxEx

==

rrr

ä

 

1) Montrer que  
[image: image88.wmf]S

  est majoré.
Nous admettrons que le plus petit majorant de  
[image: image89.wmf]S

  appartient à  
[image: image90.wmf].
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 Pour tout  
[image: image91.wmf](),
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  notons  
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2) Montrer que :  
[image: image93.wmf]2
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3) Montrer que pour tout élément  
[image: image94.wmf]h

  de  
[image: image95.wmf]()
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  les modules des valeurs propres de  
[image: image96.wmf]h

  sont inférieurs ou égaux à  
[image: image97.wmf]().
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PROBLEME II

 
[image: image98.wmf]f

  désignant une fonction numérique définie et continue sur  
[image: image99.wmf][1,1]
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 , on définit l'application  
[image: image100.wmf]F

  de  
[image: image101.wmf]I

  dans  
[image: image102.wmf]R

  par :
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Question 1

 Etudier la parité de  
[image: image104.wmf]F

  lorsque  
[image: image105.wmf]f

  est paire puis impaire

Question 2

1) Donner pour  
[image: image106.wmf][1,0]
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  puis pour  
[image: image107.wmf][0,1]
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  une expression de  
[image: image108.wmf]F

  ne contenant pas le symbole " valeur absolue "

2)  
[image: image109.wmf]F

  est-elle continue sur  
[image: image110.wmf]I

  ?

3) Etudier la dérivabilité de  
[image: image111.wmf]F

  sur  
[image: image112.wmf]]1,0],

-

  sur  
[image: image113.wmf]]0,1[,

  puis en  
[image: image114.wmf]0

 

4) Etudier de même l'existence de la dérivée seconde  
[image: image115.wmf]F
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  que l'on explicitera.

Question 3

Soit  
[image: image116.wmf]6

1

()

1

ft

t

=

+

 

 Calculer 

 
[image: image117.wmf]2
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 où  
[image: image118.wmf]y

  est un réel quelconque.

 En déduire  
[image: image119.wmf]()
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Question 4

Soit  
[image: image120.wmf](
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 Déterminer le développement limité, à l'ordre  
[image: image121.wmf]5,

  au voisinage de  
[image: image122.wmf]0

  de  
[image: image123.wmf]()
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  en fonction de  
[image: image124.wmf](0)
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  et  
[image: image125.wmf](0)
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  que l'on ne calculera pas.
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