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Objectif du problème: on note  
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  l'espace vectoriel sur  
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  des fonctions à valeurs réelles, continues sur un intervalle  
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 . On rappelle qu'une fonction affine sur un intervalle  
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  est une fonction  
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 , soit une fonction affine.L'objet du problème est d'étudier l'approximation d'une fonction de classe  
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Première partie : Etude de  
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Dans cette partie, on prend  
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1) Montrer que  
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2) Soit  
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  un élément de  
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3) Soit  
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  est un isomorphisme d'espaces vectoriels. En déduire la dimension de  
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4) On définit trois éléments  
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a) Représenter graphiquement les fonctions  
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b) Montrer que  
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5) On considère les fonctions  
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a) Montrer que  
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  est une base de  
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 . Calculer les coordonnées de chacune des fonctions  
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b) Soient  
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  des nombres réels non nuls. On pose: 
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Montrer que la matrice  
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  est inversible et calculer son inverse.

c) En déduire les coordonnées de chacune des fonctions  
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Deuxième partie : Etude de  
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Dans cette partie on prend  
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  pour tout nombre entier naturel  
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 . L'espace vectoriel  
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  sera noté plus simplement  
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1) Prouver que  
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  est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel  
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  des fonctions continues sur  
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2) Soit  
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  l'application de  
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  définie par  
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 . Montrer que  
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  est un isomorphisme d'espaces vectoriels. En déduire la dimension de  
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3) On définit une famille  
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le nombre  
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  étant à la  
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  place. Autrement dit  
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a) Montrer que  
[image: image103.wmf]01

(,,,)

n

fff

K

  est une base de  
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b) Montrer que, pour tout élément  
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  de  
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 , on a l'égalité: 
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4) Pour tout nombre entier naturel  
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 , on considère la fonction  
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a) Montrer que les fonctions  
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  appartiennent à  
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b) Soit  
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Soit  
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  un nombre entier compris entre  
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c) En déduire que la famille  
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  est libre. Est-ce une base de  
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d) En déduire aussi que  
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Pour les entiers  
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  compris entre  
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  et  
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puis que  
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  en considérant les restrictions de  
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e) Calculer, à l'aide des résultats de la première partie, les nombres  
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5) Application. On considère la matrice carrée  
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  d'ordre  
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a) Calculer les coordonnées de  
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  dans la base  
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 . Interpréter la matrice: 
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b) Prouver que la matrice  
[image: image150.wmf]n
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  est inversible et calculer son inverse.

Troisième partie

Dans cette partie, on approche une fonction de classe  
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1) On considère une fonction de classe  
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  sur un intervalle  
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a) Soit  
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  un élément de  
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b) Déterminer un élément  
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