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Dans tout le problème,  
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  désigne un entier naturel supérieur ou égal à deux. On note  
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  l'algèbre des matrices carrées à coefficients réels et  
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  la matrice identité. Pour tout élément  
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  de  
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  et pour tout couple  
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  d'entiers compris entre 1 et  
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  colonne.Une matrice M appartenant à  
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  est dite stochastique si elle satisfait au deux conditions suivantes :

1) Pour tout couple  
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2) Pour tout entier  
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On dit qu'une suite indexée par  
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  de matrices appartenant à  
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  converge vers un élément  
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  de  
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  si, pour tout couple  
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 , la suite des coefficients  
[image: image26.wmf],

()

ijn

aM

  converge vers  
[image: image27.wmf],

()

ij

aM

 ; on dit alors que  
[image: image28.wmf]M

  est la limite de la suite  
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 .Étant donné une matrice  
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  appartenant à  
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  la matrice définie par la relation : 
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On dit enfin qu'une matrice  
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  de  
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 -périodique, où  
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  est un entier strictement positif, si  
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 .L'objectif de ce problème est d'étudier quelques propriétés des matrices stochastiques et notamment, la convergence de la suite  
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  lorsque  
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  est stochastique et  
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 -périodique.

Partie I : Étude d'exemples

1) Soit  
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  un nombre réel. Pour tout entier  
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a) Calculer  
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 , en distinguant deux cas :  
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b) Étudier en fonction de  
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 , la convergence de la suite  
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  et, en cas de convergence, préciser sa limite.

2) Premier exemple d'étude de  
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a) Calculer  
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  et  
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 . En déduire  
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 . On distinguera trois cas selon que  
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b) Pour tout entier  
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 , calculer  
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 . En déduire que la suite  
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  converge et préciser sa limite  
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c) Soient  
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  la base canonique de  
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  et  
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  l'endomorphisme de  
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  canoniquement associé à  
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 . Déterminer le noyau  
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  sont supplémentaires et que  
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  parallèlement à  
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3) Deuxième exemple d'étude de  
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On prend  
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On note  
[image: image86.wmf]w

  l'endomorphisme de  
[image: image87.wmf]2
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  canoniquement associé à  
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 .

a) Déterminer les valeurs propres de  
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  et une base  
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  de vecteurs propres de  
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b) Déterminer une matrice inversible  
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  telle que : 
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c) En déduire une expression de  
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 , pour tout entier  
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d) Déterminer deux matrices  
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  et  
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  appartenant à  
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e) Pour tout entier  
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 , exprimer  
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  en fonction de  
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  et déterminer la limite  
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  de la suite  
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f) Prouver que l'endomorphisme  
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  de  
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  canoniquement associé à C est un projecteur dont on précisera le noyau  
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  et l'image  
[image: image111.wmf]G

 .

Partie II : Étude de  
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  lorsque  
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  est  
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 -périodique

On désigne par  
[image: image115.wmf]r

  un entier strictement positif.

1) Soit  
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  une suite  
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 -périodique de nombres réels, c'est à dire telle que, pour tout entier naturel  
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Pour tout entier  
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a) Prouver que pour tout entier  
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b) Montrer que la suite de terme général 
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est  
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 -périodique. En déduire que  
[image: image127.wmf]()

n

b

  est bornée.

c) Établir que  
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  converge et préciser sa limite.

2) Soit  
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  une matrice  
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 -périodique appartenant à  
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a) Montrer que, pour tout couple  
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  d'entiers compris entre  
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 -périodique. En déduire que la suite  
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  converge vers : 
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b) Soient  
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(,,,)

p

eee

K

  la base canonique de  
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 ,  
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  et  
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  les endomorphismes de  
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  canoniquement associés aux matrices  
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  et  
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 . Prouver que  
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  est l'endomorphisme identique de  
[image: image148.wmf]p

R

 . Montrer que  
[image: image149.wmf]vuuv

=

oo

  et que  
[image: image150.wmf]uvv

=

o

 

c) Soit  
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  un élément de  
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 . Prouver que  
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d) Montrer que  
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  est le projecteur sur  
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e) Établir enfin que  
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f) Soit  
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  une suite de nombres réels  
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 -périodique à partir d'un certain rang positif  
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 , c'est à dire telle que pour tout  
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  par la relation (). Prouver que  
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  admet une limite que l'on précisera. Pour cela, on pourra considérer la suite  
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 -périodique, et prouver que,  
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  tend vers  
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  lorsque  
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  tend vers  
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g) Soit  
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  une matrice de  
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[image: image182.wmf]r

 -périodique à partir d'un certain rang positif  
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 , c'est à dire telle que pour tout  
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  admet une limite que l'on précisera.

Partie III : Étude de matrices stochastiques

On note  
[image: image187.wmf]p

S

  l'ensemble des matrices stochastiques de  
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  et  
[image: image189.wmf]p
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  l'ensemble des matrices déterministes, c'est à dire stochastiques et dont tous les coefficients sont égaux à  
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  ou  
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 . Enfin, on note  
[image: image192.wmf]p
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  l'ensemble des matrices déterministes et inversibles.

1) Matrices stochastiques
a) Prouver que, pour tout couple  
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  de nombres réels tels que  
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  appartient encore à  
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b) Prouver que le produit  
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  de deux éléments  
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  et  
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  de  
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  appartient à  
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c) Soit  
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  un élément de  
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 . Prouver que, pour tout entier  
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  (définie par ()) appartient à  
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  de  
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2) Matrices déterministes
a) Montrer qu'une matrice  
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  est déterministe si et seulement si tous ses coefficients sont égaux à  
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  ou  
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  et si chaque ligne de  
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  contient exactement un coefficient égal à  
[image: image217.wmf]1

 .

b) En déduire que  
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  est un ensemble fini et préciser le nombre de ses éléments.

c) Montrer que le produit  
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  de deux éléments  
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  et  
[image: image221.wmf]N

  de  
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  appartient à  
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d) Soit  
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  une matrice déterministe. Prouver qu'il existe un entier  
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 - périodique à partir de ce rang  
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  et que, si de plus  
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  est inversible,  
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  est  
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 -périodique.

e) Soit  
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  une matrice déterministe inversible. Prouver que  
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3) Étude de la suite  
[image: image236.wmf]n
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  associée à une matrice  
[image: image237.wmf]A

  déterministe
a) En utilisant les résultats de la partie II, établir le résultat suivant :

Soit  
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  une matrice déterministe inversible, alors  
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  converge vers une matrice stochastique  
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  telle que  
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b) Étendre ce résultat au cas où  
[image: image242.wmf]A

  est déterministe non inversible.

4) Matrices stochastiques inversibleSoient  
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  et  
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  des éléments de  
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  sont déterministes inversibles.

a) Prouver que  
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  est une matrice inversible, et que  
[image: image250.wmf]X

  l'est aussi.

b) On pose  
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d) Prouver que  
[image: image256.wmf]1
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e) Montrer que  
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 . En déduire que tous les coefficients de  
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  sont égaux à  
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  ou  
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 .

f) Prouver que  
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  et  
[image: image263.wmf]X

  appartiennent à  
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 .

g) Plus généralement, soient  
[image: image265.wmf]U

  et  
[image: image266.wmf]V

  deux matrices de  
[image: image267.wmf]p
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  telles que le produit  
[image: image268.wmf]UV

  appartienne à  
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 . Prouver que  
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  et  
[image: image271.wmf]V

  appartiennent à  
[image: image272.wmf]p
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 . (On pourra utiliser le résultat de la question III.)
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