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Dans tout le problème l'espérance d'une variable aléatoire  
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et, pour tout polynôme  
[image: image16.wmf]C

  élément de  
[image: image17.wmf]2

n

E

 , avec  
[image: image18.wmf]2

0

n

i

i

i

CcX

=

=å

 , on pose  
[image: image19.wmf]2

0

()

n

nii

i

SCcs

=

=å

 .

a) Vérifier que, pour tout entier naturel  
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  est une forme bilinéaire symétrique sur  
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b) Vérifier que, pour tout entier naturel  
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2) Deux cas particuliers

a) Dans cette sous-question on suppose que  
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b) En déduire une condition nécessaire et suffisante, portant sur les réels  
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c) Dans cette sous-question on suppose que  
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3) Deux exemplesDans cette question on considère un entier naturel  
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  non nul.

a) Dans cette sous-question, on se donne un entier naturel  
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  non nul et une variable aléatoire discrète  
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 , prenant  
[image: image58.wmf]d

  valeurs distinctes  
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On considère les applications  
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i) Pour tout polynôme  
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ii) En déduire une condition nécessaire et suffisante, portant sur  
[image: image69.wmf]n

  et  
[image: image70.wmf]d
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iii) Dans cette sous-question, on considère une variable aléatoire  
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  dont une densité  
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  est continue sur le segment  
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Vérifier que l'application  
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iv) Montrer que, dans le cas où  
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4) Dans cette question on revient au cas général où on considère un entier naturel  
[image: image85.wmf]n

  non nul, une suite  
[image: image86.wmf]012

(,,...,)

n

sss

  de  
[image: image87.wmf]21

n

+

  réels et les applications  
[image: image88.wmf]n

F

  et  
[image: image89.wmf]n

S

  associées à cette suite.On admet le résultat suivant: tout polynôme  
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  peut s'écrire sous la forme 
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où  
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  sont des entiers naturels (avec la convention que si  
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  est nul, le produit correspondant vaut  
[image: image96.wmf]1

 ), où  
[image: image97.wmf]l

  est un réel, où, si  
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 .Un polynôme non nul  
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 , à coefficients réels, est dit positif si, pour tout réel  
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a) Montrer que la multiplicité d'une racine réelle d'un polynôme positif est paire.

b) Montrer que tout polynôme  
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  positif de degré  
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  est somme de deux carrés de polynômes, c'est-à-dire qu'il existe un couple  
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c) En remarquant que, si  
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montrer que tout polynôme positif est somme de deux carrés de polynômes.

d) Montrer que  
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5) Dans cette question on suppose que  
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a) À l'aide du procédé d'orthonormalisation de Schmidt, construire, à partir de la base  
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b) Pour tous  
[image: image129.wmf]012

(,,)

aaa

  et  
[image: image130.wmf]012

(,,)

bbb

 , éléments de  
[image: image131.wmf]3

R

 , vérifier l'égalité: 


[image: image132.wmf]22

2210210

(,) 

t

aXaXabXbXbAMB

F++++=


où  
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c) Déterminer une matrice  
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  triangulaire telle que:  
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6) Jusqu'à la fin du problème, on considère un entier naturel  
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a) En considérant le nombre  
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7) On note  
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a) Montrer que  
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b) Soit  
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i) Justifier l'existence d'un couple  
[image: image183.wmf](,)

QR

  élément de  
[image: image184.wmf]11

nn

EE

--

´

  tel que  
[image: image185.wmf]n

APQR

=+

 .

ii) Vérifier que  
[image: image186.wmf]()()

nn

SASR

=

 , puis que  
[image: image187.wmf]1

()()()

n

nini

i

SAASL

a

=

=å

 .

c) Pour tout élément  
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d) Déduire de ce qui précède qu'il existe une variable aléatoire discrète  
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e) Déterminer la loi d'une telle variable aléatoire, dans le cas où : 
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