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Partie I

On considère la fonction indéfiniment dérivable  
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  définie, pour tout réel  
[image: image2.wmf]x

  de  
[image: image3.wmf][0,1[

 , par:  
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1) Pour tout réel  
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  de  
[image: image6.wmf][0,1[

  et tout entier naturel  
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 , établir l'égalité 
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où  
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  désigne la dérivée  
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 -ième de  
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  (avec, en particulier,  
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2) Pour tout entier naturel  
[image: image13.wmf]n

  et tout réel  
[image: image14.wmf]x

  de  
[image: image15.wmf][0,1[

 , justifier l'égalité suivante 
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a) Pour tout entier naturel  
[image: image17.wmf]n

 , prouver l'inégalité :  
[image: image18.wmf]11
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b) Pour tout couple  
[image: image19.wmf](,)
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  de réels tel que  
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 , vérifier les inégalités:  
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c) En déduire que, pour tout réel  
[image: image22.wmf]x

  de  
[image: image23.wmf][0,1[

 , on a 
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3) Pour tout réel  
[image: image25.wmf]x

  de  
[image: image26.wmf][0,1[

 , démontrer l'égalité 
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Partie II

On se donne un espace probabilisé  
[image: image28.wmf](,,)
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 . Sur cet espace, on considère une suite  
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  de variables aléatoires  et de même loi que  
[image: image30.wmf]1
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 , cette loi étant définie par 
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On pose  et, pour tout entier naturel  
[image: image32.wmf]n

  non nul,  
[image: image33.wmf]12
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 .Par exemple,  
[image: image34.wmf]n

S

  pourrait représenter l'abscisse (aléatoire) au temps  
[image: image35.wmf]n

  d'une particule se déplaçant sur un axe et partie de l'origine au temps  
[image: image36.wmf]0

 , qui saute à chaque instant d'une unité à gauche ou d'une unité à droite avec une égale probabilité. On note  
[image: image37.wmf]min
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  le plus petit élément d'une partie non vide  
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  de  
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 .On pose aussi, pour tout élément  
[image: image40.wmf]w

  de  
[image: image41.wmf]W

 , 
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On admet que  
[image: image43.wmf]T

  est une variable aléatoire.Ainsi  
[image: image44.wmf]T

  pourrait être le temps d'attente (aléatoire) du premier retour à l'origine de la particule évoquée plus haut.Pour tout entier naturel  
[image: image45.wmf]n

 , on note  
[image: image46.wmf]n
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  l'événement  
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1) Soit  
[image: image48.wmf]n

  un entier naturel non nul. On pose  
[image: image49.wmf][0]

nn

AS

==

  et, pour tout entier naturel  
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  tel que  
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Ainsi, pour tout entier  
[image: image53.wmf]k

  tel que  
[image: image54.wmf]0
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  serait l'événement : "Pour la  fois avant l'instant  
[image: image56.wmf]n

  la particule est à l'origine à l'instant  
[image: image57.wmf]k

 ".
a) Pour tout entier  
[image: image58.wmf]k

  tel que  
[image: image59.wmf]0
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 , justifier l'égalité suivante 
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b) En déduire l'égalité:  
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 On admet que, si deux suites  
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  et  
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 , à termes positifs ou nuls, sont telles que les séries de termes généraux  
[image: image64.wmf]n
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  et  
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  convergent, alors en posant, pour tout entier naturel  
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 ,  
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 , la série de terme général  
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  converge et sa somme vérifie 
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2) Pour tout réel  
[image: image70.wmf]x

  de  
[image: image71.wmf][0,1[

 , établir l'égalité 
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a) Pour tout entier naturel  
[image: image73.wmf]n

 , calculer  
[image: image74.wmf]([0])
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b) À l'aide de la partie I, en déduire que, pour tout réel  
[image: image75.wmf]x

  de  
[image: image76.wmf][0,1[

 , on a 
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c) En remarquant que l'événement  
[image: image78.wmf][0]
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  est inclus dans  
[image: image79.wmf]n

E

  pour tout entier naturel  
[image: image80.wmf]n

 , montrer que l'on a:  
[image: image81.wmf]([0])0
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 .Ainsi, presque sûrement, la particule citée en exemple, revient à l'origine.
Partie III

On considère dans cette partie une suite réelle  
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  telle que, pour tout réel  
[image: image83.wmf]x

  de  
[image: image84.wmf][0,1[

 , la série de terme général  
[image: image85.wmf]k
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  converge. Pour tout réel  
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  de  
[image: image87.wmf][0,1[

 , on note  
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  et l'on suppose que :
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a) Pour tout entier naturel  
[image: image90.wmf]p

 , déterminer:  
[image: image91.wmf](1)
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b) Pour tout entier naturel  
[image: image92.wmf]p

 , justifier la convergence de l'intégrale  
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 , et, en utilisant le changement de variable  
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upt

=+

 , calculer sa valeur.

c) En déduire l'égalité 
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2) Montrer que, pour toute application polynomiale réelle  
[image: image96.wmf]Q

 , on a: 
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3) Soit  
[image: image98.wmf]h

  la fonction définie, pour tout réel  
[image: image99.wmf]x

  de  
[image: image100.wmf][0,1[

 , par: 
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a) Justifier la convergence de l'intégrale  
[image: image102.wmf]0
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  et donner sa valeur.

b) Soit  
[image: image103.wmf]x

  un réel de  
[image: image104.wmf][0,1[

 . En déterminant la valeur de  
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  pour  
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  assez grand, justifier la convergence de la série de terme général  
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4) On admet l'égalité:  
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 En utilisant ce résultat pour  
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  tend vers l'infini,  
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Partie IV

On considère une suite  
[image: image113.wmf]()

nn

a

äN

  décroissante de réels positifs ou nuls et, pour tout entier naturel  
[image: image114.wmf]n

 , on pose : 
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On fait l'hypothèse que, lorsque  
[image: image116.wmf]n

  tend vers  
[image: image117.wmf]+¥

 ,  
[image: image118.wmf]n
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  est équivalent à  
[image: image119.wmf]2
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 . On va montrer qu'alors  
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  est équivalent à  
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 .On notera  
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  la partie entière d'un réel  
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1) Soit  
[image: image124.wmf](,)
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  un couple de nombres réels vérifiant:  
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 . Pour tout entier naturel  
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  tel que  
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a) Soit  
[image: image130.wmf]g

  un réel strictement positif. Déterminer les limites des suites de termes généraux  
[image: image131.wmf]n
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  et  
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b) Soit  
[image: image133.wmf]e

  un réel strictement positif. Montrer que, pour tout entier naturel  
[image: image134.wmf]n

  assez grand, on a 
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2) En déduire qu'on a:  
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Partie V

a) À l'aide des résultats obtenus dans les parties précédentes déterminer, quand l'entier naturel  
[image: image137.wmf]n

  tend vers l'infini, un équivalent de  
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b) En déduire un équivalent de  
[image: image139.wmf]()
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2) La variable aléatoire  
[image: image140.wmf]T

  possède-t-elle une espérance ?

3) Pour tout réel  
[image: image141.wmf]x

  de  
[image: image142.wmf][0,1]

 , prouver l'égalité : 
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4) Soit  
[image: image144.wmf]n

  un entier naturel.

a) Donner le développement limité au voisinage de  
[image: image145.wmf]0

  à l'ordre  
[image: image146.wmf]n

  de la fonction  
[image: image147.wmf]1
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b) En déduire le développement limité au voisinage de  
[image: image148.wmf]0

 , à l'ordre  
[image: image149.wmf]2
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  de la fonction : 
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c) Montrer que, au voisinage de  
[image: image151.wmf]0

  on a aussi: 
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d) En déduire que, pour tout entier naturel  
[image: image153.wmf]n

  non nul, on a: 
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On rappelle qu'il y a unicité du développement limité, au voisinage de  
[image: image155.wmf]0

 , à l'ordre  
[image: image156.wmf]2
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  d'une fonction.Pour tout élément  
[image: image157.wmf]w

  de  
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 , on pose :
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On admet que  
[image: image160.wmf]2
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  est une variable aléatoire.Ainsi  
[image: image161.wmf]2

T

  pourrait être le temps d'attente (aléatoire) du deuxième retour à l'origine de la particule.
e) Pour tout entier naturel  
[image: image162.wmf]n

  non nul, démontrer l'égalité : 


[image: image163.wmf]2

0

([2])([2])([22])

n

k

PTnPTkPTnk

=

====-

å


f) En déduire la valeur de  
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  puis, pour tout réel  
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  de  
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 , l'égalité: 
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5) Déterminer la loi de  
[image: image168.wmf]2
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