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Dans tout le problème,  
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  désigne un entier supérieur ou égal à  
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 .On considère une fonction réelle  
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Les polynômes considérés sont à coefficients réels, et on confond polynôme et fonction polynomiale associée.Pour tout entier naturel  
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 , on note  
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  le  
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 -espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à  
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 .On rappelle que si  
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  sont des racines réelles distinctes d'un polynôme  
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L'objet de ce problème est l'approximation de  
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  par des intégrales de fonctions polynomiales.

Préliminaire

1) Énoncer le théorème de Rolle.

2) Soit  
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  une fonction de classe  
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a) Montrer que la dérivée de  
[image: image30.wmf]g

  s'annule en au moins  
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b) Montrer qu'il existe un réel  
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  de  
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Partie I

Dans cette partie, on va proposer comme valeur approchée de  
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  la valeur de l'intégrale obtenue en remplaçant la fonction  
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  par la fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à  
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  sur chacun des points  
[image: image40.wmf]i

a

 .

Pour tout entier  
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  de  
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 .Par exemple, si  
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a) Vérifier que, pour tous entiers  
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b) Montrer qu'il existe un unique polynôme, que l'on note  
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2) Pour tout entier  
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  de  
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 .Montrer que :  
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 .Dans toute la suite, on note :  
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3) Que peut-on dire de  
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  est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à  
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4) Soit  
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  un élément fixé de  
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a) Justifier l'existence d'un réel  
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  vérifiant l'égalité :  
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b) Calculer  
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  de  
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c) Montrer qu'il existe un réel  
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  de  
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5) En déduire que, pour tout réel  
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  de  
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6) Dans cette question, on suppose que  
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  sont répartis régulièrement, c'est-à-dire que, pour tout entier  
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a) Soit  
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  un entier tel que  
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b) En déduire que, pour tout réel  
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  de  
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c) On admet que, quand l'entier naturel  
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  tend vers l'infini, on a l'équivalence suivante :  
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 .Montrer que, si l'entier  
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  est assez grand, on a, pour tout réel  
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Partie II

Dans cette partie, on va proposer comme valeur approchée de  
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  la valeur de l'intégrale obtenue en remplaçant la fonction  
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  par une certaine fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à  
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Pour tout polynôme  
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 , on note  
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1) On considère l'application  
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[image: image123.wmf]21

[]

n

X

-

R

  dans  
[image: image124.wmf]2

n

R

  définie par : 

2) 
[image: image125.wmf]211212

[],()((),(),...,(),(),(),...,())

nnn

QXTQQaQaQaQaQaQa

-

¢¢¢

"=

äR


a) Montrer que  
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  est une application linéaire de  
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b) Montrer que  
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  est injective (on rappelle qu'un réel  
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  est racine au moins double d'un polynôme  
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  si et seulement si  
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c) Utiliser la question précédente pour montrer qu'il existe un unique polynôme, noté  
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 , de degré inférieur ou égal à  
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(on ne demande pas d'expliciter  
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3) Que peut-on dire de  
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  lorsque  
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  est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à  
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4) Par une méthode analogue à celle de la partie précédente, on pourrait démontrer, et on admettra, la majoration : 
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Que vaut le polynôme  
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  lorsque  
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  est la fonction polynomiale  
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5) Soit  
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  l'application définie sur  
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Montrer que  
[image: image152.wmf]F

  est un produit scalaire.

6) L'espace vectoriel  
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a) Justifier l'existence d'un polynôme  
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  de degré au plus  
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b) Inversement, si le polynôme  
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Partie III

Dans cette partie, l'espace vectoriel  
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  introduit dans II.4) 
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 On note  
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  l'image du polynôme  
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  par la projection orthogonale sur le sous espace-vectoriel  
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1) En se plaçant dans le cas particulier où  
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 , déterminer  
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2) On revient désormais au cas général.

a) Déterminer le degré et le coefficient dominant de  
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b) Justifier l'égalité :  
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3) On se propose de montrer que  
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a) On suppose qu'il existe un réel  
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b) Soit  
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Montrer que le polynôme  
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Dans toute la suite du problème, on suppose que  
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4) En utilisant les résultats de la partie II, montrer que : 
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5) En se plaçant à nouveau dans le cas particulier où  
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6) Étude des réels  
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a) En considérant  
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b) Pour chaque entier  
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  de  
[image: image219.wmf]{1,2,...,}

n

 , montrer, en considérant la valeur de  
[image: image220.wmf]()

n

Jf

  lorsque  
[image: image221.wmf]f

  est la fonction polynomiale  
[image: image222.wmf]2

()

j

xLx

a

 , que  
[image: image223.wmf]j

d

  est positif.

c) On suppose dans cette question que les racines de  
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7) Majoration de  
[image: image235.wmf]1

2

1

()

n

Sxdx

-

ò

  
a) Montrer que pour tout polynôme  
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  de degré  
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  et de coefficient dominant  
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 , on a l'inégalité : 
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b) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul  
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 , il existe un polynôme  
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