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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
Si au cours de l'épreuve un candidat repère ce qui lui semble une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre.
Dans ce problème  
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  est l'endomorphisme de dérivation qui à tout élément de  
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  associe son application dérivée ; donc pour tout  
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On rappelle qu'un polynôme unitaire est un polynôme non nul dont le monôme de degré maximum a pour coefficient 1. 

Enfin, pour  
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  sont orthogonaux ou que  
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  s'orthogonalise à  
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Partie I

1) Montrer que si  
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  est un polynôme il en est de même de  
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2) Soit pour  
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a) Préciser  
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b) Soit  
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c) 
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d)  Donner  
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3) A tout  
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a) Montrer que  
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  est réduit à une somme de deux termes.

b) Exprimer  
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i) quand  
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  est quelconque de  
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ii) quand  
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  est un polynôme de degré inférieur ou égal à  
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iii) quand  
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4) Calculer  
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5) Pour  
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6) Supposons que  
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  s'orthogonalise à tout polynôme de degré  
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a) Que vaut alors l'image de  
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b) On suppose en outre que  
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  est un polynôme unitaire de degré  
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i) Préciser alors les racines de  
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  avec leur ordre de multiplicité.

ii) Combien y a-t-il de racines de  
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Partie II

1) Soit  
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a) Calculer  
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b) Calculer  
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Partie III

Dans la suite on désigne par  
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  l'application qui à tout  
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  associe l'application  
[image: image91.wmf]()

vf

  définie pour tout  
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Dans toute cette partie  
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  désigne un entier naturel non nul.

1) Montrer que  
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  est un endomorphisme de  
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2) En donner des valeurs propres.

3) Montrer que les polynômes  
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  en sont deux vecteurs propres ; en donner les valeurs propres.

4) Montrer qu'existe un polynôme unitaire, vecteur propre de  
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  admettant  
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  comme valeur propre. Préciser ce polynôme.

5) Soient deux polynômes unitaires de même degré  
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 , vecteurs propres de  
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 . Quelle est la dimension de l'espace vectoriel qu'ils engendrent ?

6) On suppose maintenant qu'existent

a)  
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  non entier  
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c) Montrer que  
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  s'orthogonalise à tout polynôme .

d) Montrer que l'on peut choisir  
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e) Montrer que l'on peut choisir  
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f) Quelle est la limite de la suite de terme général  
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  lorsque  
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  vérifie les propriétés énoncées en b) et c) ?

g) Montrer que l'hypothèse <1> ci-dessus conduit à une contradiction et conclure.

h) Montrer qu'existent  
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  de degrés inférieurs ou égaux à  
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  de valeurs propres distinctes vérifiant  
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i) Soient  
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  admette parmi ses racines les nombres  
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j) Comparer les polynômes  
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  et  
[image: image142.wmf]U
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