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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
Si au cours de l'épreuve un candidat repère ce qui lui semble une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre.
Dans tout le problème, on désigne par x une variable réelle appartenant à  
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  et les fonctions considérées sont définies uniquement sur  
[image: image2.wmf][0,1[

 . En particulier, les limites ou équivalents en  
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  supposent  
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  inférieur à  
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PRELIMINAIRE

Etant données deux suites réelles à termes positifs  
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Prouver que, pour tout entier naturel  
[image: image9.wmf]n

 , on a : 
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En déduire que, si les séries  
[image: image11.wmf]n
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  et  
[image: image12.wmf]n

y

S

  sont convergentes de sommes respectives  
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  et  
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 , alors la série  
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  est convergente de somme  
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PARTIE 1

On considère dans cette partie les deux suites de nombres réels  
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  et  
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  définies par :
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  
[image: image21.wmf]2
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o Etudier le sens de variation de la suite  
[image: image22.wmf]()
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  et prouver sa convergence.

o A l'aide d'une intégration par parties, déterminer une relation de récurrence entre  
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  et  
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o Calculer  
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  et  
[image: image27.wmf]1

J

 . En déduire les valeurs de  
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  en fonction de  
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o Déduire successivement des résultats précédents les inégalités : 
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o Déduire de () un équivalent de  
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u

  lorsque  
[image: image33.wmf]n

  tend vers  
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 .

o Montrer que l'application  
[image: image35.wmf]()tan()
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  réalise une bijection de  
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 . On note  
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  la bijection réciproque. Montrer que  
[image: image39.wmf]y

  est dérivable sur  
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  et calculer sa dérivée.

o Calculer l'intégrale suivante :  
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  (on pourra poser  
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o Démontrer que:  
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o Etablir l'inégalité suivante:  
[image: image44.wmf]2

22

22

2

0

cos()

0

1

1cos()

n

n

tdtJ

x

xt

p

+

+

-

-

ò

„„

 .

o En déduire que:  
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o Etablir par récurrence que :  
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o A l'aide du résultat du préliminaire, en déduire que:  
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 En utilisant les inégalités (), établir :

o la convergence de la série :  
[image: image48.wmf]0
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o la double inégalité:  
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 . On donnera un équivalent de  
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  lorsque  
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  tend vers  
[image: image52.wmf]1

 .

PARTIE 2

A toute partie  
[image: image53.wmf]A

  de  
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  on associe la suite  
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  définie par :
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On pose alors, sous réserve d'existence de ces nombres: 
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1) Prouver que la série définissant  
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  est convergente.On notera  
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  l'ensemble des parties  
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  de  
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  pour lesquelles  
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  existe.
2) Etablir les propriétés suivantes :

a) si  
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  appartient à  
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 , alors  
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b)  
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  et N appartiennent à  
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 ; on précisera  
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c) si  
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  appartient à  
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 , alors son complémentaire  
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  appartient à  
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 . On précisera  
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  en fonction de  
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d) si  
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  et  
[image: image77.wmf]B

  tels que  
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  appartient à  
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 . On précisera  
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3) Montrer que les parties  
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  suivantes appartiennent à  
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  et préciser  
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a)  
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  partie finie de  
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b)  
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  où  
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  est un entier naturel non nul donné.

c)  
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  tel que  
[image: image94.wmf]}

k

äN

  où  
[image: image95.wmf]q

  et  
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  sont deux entiers naturels avec  
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4) On se propose dans cette question d'établir que la partie  
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  de  
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  constituée des carrés d'entiers naturels non nuls appartient à  
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  et de calculer  
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 . La suite  
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  et la fonction  
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  associées à  
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  sont donc définies par : 
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a) L'aide de la question préliminaire, établir que:  
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  où  
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  désigne la partie entière de  
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 , c'est-à-dire l'entier tel que  
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b) Démontrer la double inégalité suivante:  
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c) A l'aide des résultats de la partie 1, en déduire un équivalent de  
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  quand  
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  tend vers  
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 . Prouver que  
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  appartient à  
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  et donner  
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5) On admet dans cette question que la partie  
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  de  
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  constituée des entiers qui sont la somme des carrés de deux entiers naturels non nuls appartient à  
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 , et l'on se propose de majorer  
[image: image120.wmf]()

PD

 .La suite  
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  et la fonction  
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  associées à  
[image: image123.wmf]D

  sont donc définies par : 
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On note  
[image: image125.wmf]()
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  le nombre de couples d'entiers naturels non nuls  
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  tels que  
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a) Etablir que : 
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b) Etablir que : 
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 En déduire un majorant de  
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c) En comparant  
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  et  
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 , montrer que l'on a plus précisément: 


[image: image133.wmf]22

2()(())().

DCC

fxfxfx

+

„


d)  En déduire un nouveau majorant de  
[image: image134.wmf]()

PD

 .

_1155871752.unknown

_1155871824.unknown

_1155871879.unknown

_1155871896.unknown

_1155871905.unknown

_1155871914.unknown

_1155871918.unknown

_1155871922.unknown

_1155871925.unknown

_1155871927.unknown

_1155871920.unknown

_1155871916.unknown

_1155871909.unknown

_1155871912.unknown

_1155871907.unknown

_1155871901.unknown

_1155871903.unknown

_1155871899.unknown

_1155871888.unknown

_1155871892.unknown

_1155871894.unknown

_1155871890.unknown

_1155871883.unknown

_1155871885.unknown

_1155871881.unknown

_1155871841.unknown

_1155871850.unknown

_1155871855.unknown

_1155871857.unknown

_1155871852.unknown

_1155871846.unknown

_1155871848.unknown

_1155871844.unknown

_1155871832.unknown

_1155871837.unknown

_1155871839.unknown

_1155871835.unknown

_1155871828.unknown

_1155871830.unknown

_1155871826.unknown

_1155871788.unknown

_1155871806.unknown

_1155871815.unknown

_1155871819.unknown

_1155871821.unknown

_1155871817.unknown

_1155871810.unknown

_1155871813.unknown

_1155871808.unknown

_1155871797.unknown

_1155871802.unknown

_1155871804.unknown

_1155871799.unknown

_1155871793.unknown

_1155871795.unknown

_1155871790.unknown

_1155871770.unknown

_1155871779.unknown

_1155871784.unknown

_1155871786.unknown

_1155871781.unknown

_1155871775.unknown

_1155871777.unknown

_1155871773.unknown

_1155871761.unknown

_1155871766.unknown

_1155871768.unknown

_1155871764.unknown

_1155871757.unknown

_1155871759.unknown

_1155871755.unknown

_1155871681.unknown

_1155871717.unknown

_1155871734.unknown

_1155871743.unknown

_1155871748.unknown

_1155871750.unknown

_1155871746.unknown

_1155871739.unknown

_1155871741.unknown

_1155871737.unknown

_1155871726.unknown

_1155871730.unknown

_1155871732.unknown

_1155871728.unknown

_1155871721.unknown

_1155871723.unknown

_1155871719.unknown

_1155871699.unknown

_1155871708.unknown

_1155871712.unknown

_1155871714.unknown

_1155871710.unknown

_1155871703.unknown

_1155871706.unknown

_1155871701.unknown

_1155871690.unknown

_1155871694.unknown

_1155871697.unknown

_1155871692.unknown

_1155871686.unknown

_1155871688.unknown

_1155871683.unknown

_1155871646.unknown

_1155871663.unknown

_1155871672.unknown

_1155871677.unknown

_1155871679.unknown

_1155871674.unknown

_1155871668.unknown

_1155871670.unknown

_1155871666.unknown

_1155871655.unknown

_1155871659.unknown

_1155871661.unknown

_1155871657.unknown

_1155871650.unknown

_1155871652.unknown

_1155871648.unknown

_1155871626.unknown

_1155871637.unknown

_1155871641.unknown

_1155871644.unknown

_1155871639.unknown

_1155871633.unknown

_1155871635.unknown

_1155871629.unknown

_1155871613.unknown

_1155871619.unknown

_1155871623.unknown

_1155871616.unknown

_1155871606.unknown

_1155871610.unknown

_1155871603.unknown

