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  désigne un entier supérieur ou égal à  
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 . On convient d'identifier un vecteur  
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  à la matrice-colonne de ses composantes  
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  dans la base canonique de  
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 . De même, on identifie tout endomorphisme de  
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  à sa matrice dans la base canonique de  
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 .Pour tout nombre réel  
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  appartenant à  
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 , on considère la matrice réelle  
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  d'ordre  
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  définie par : 
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(La diagonale est donc composée d'éléments égaux à  
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 , la sous-diagonale et la sur-diagonale de  
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  et tous les autres éléments de la matrice sont nuls).Enfin, on convient de noter  
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  la matrice  
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  la matrice unité d'ordre  
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Partie I

1) Etude de suites récurrentes linéaires.On note  
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  l'espace vectoriel des suites réelles  
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  vérifiant pour tout entier  
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et l'on désigne par  
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  le sous-ensemble constitué des suites  
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a) Expliciter une base de  
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  en distinguant les trois cas  
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b) Montrer que  
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  est un sous-espace vectoriel de  
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c) On suppose  
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  se réduit à la suite nulle si  
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d) On suppose que  
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 .Vérifier que la suite  
[image: image53.wmf](())

k

s

q

  appartient à  
[image: image54.wmf]()

F

q

  et en déduire la dimension de  
[image: image55.wmf]()

F

q

 .

2) Noyau de la matrice  
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a) Soit  
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  un vecteur de composantes  
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  dans la base canonique de  
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i) A quelle condition sur  
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  appartient-il au noyau de  
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ii) En déduire qu'un vecteur  
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  appartient au noyau de  
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b) En déduire le noyau de  
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3) Valeurs propres de la matrice  
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a) Expliciter la matrice  
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 , et montrer que ses valeurs propres sont réelles (on citera précisément le théorème utilisé).

b) Soit  
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  une valeur propre de la matrice  
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  un vecteur propre non nul associé. Expliciter le système d'équations  
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  est un entier tel que  
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c) En déduire que, pour toute valeur propre  
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  de  
[image: image84.wmf]A

 , existe un nombre réel  
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  appartenant à  
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d) En déduire que  
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  admet  
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  valeurs propres distinctes  
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4) Vecteurs propres de la matrice  
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a) Expliciter le vecteur propre  
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  associé à la valeur propre  
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b) On considère deux entiers  
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 ), puis, en évaluant les deux membres de cette égalité, prouver que 
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c) Calculer, pour  
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d) En déduire que, pour  
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 , la somme des carrés des composantes du vecteur  
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e) On note  
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  la matrice d'ordre  
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  dont les vecteurs-colonnes sont  
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 . Montrer que la matrice  
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  est symétrique et, à l'aide des résultats précédents, calculer  
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5) Etude de l'équation  
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 .On donne un vecteur  
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  de composantes  
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  dans la base canonique de  
[image: image122.wmf]n

R

 .

a) Etablir que l'équation  
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  admet une solution  
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  et une seule.

b) Soient dans la base canonique de  
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  les vecteurs  
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  vérifie l'équation  
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 .En déterminant le maximum sur  
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  est un nombre réel strictement positif donné), établir que 
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c) On suppose dans cette question (et dans cette question seulement) que les réels  
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  sont positifs et l'on note  
[image: image140.wmf]X

  la solution unique de l'équation  
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i) Soit  
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  le plus grand indice tel que  
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 .En raisonnant par l'absurde, montrer, par considération de la  
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ii) Montrer que les composantes de  
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  sont toutes positives.
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e) En déduire une majoration de  
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Partie II

Etant donnés deux nombres réels  
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  à valeurs réelles continue sur le segment  
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 , on considère la fonction  
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On se propose ici de determiner des valeurs numeriques approchees de  
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1) Existence et unicité de la solution  
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a) Expliciter la dérivée seconde de la fonction  
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b) En déduire l'existence et l'unicité d'une fonction  
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  de classe  
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Exprimer  
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  en fonction de  
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2) Approximation de  
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a) Etablir que la fonction  
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b) On donne un nombre réel  
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Etablir à l'aide de l'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée à partir du point  
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où  
[image: image195.wmf]2

M

  désigne le maximum (dont on justifiera l'existence) de  
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Dans la suite, on convient donc d'approcher  
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3) Discrétisation de l'équation  
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a) Montrer que le vecteur  
[image: image215.wmf]Y

  de composantes  
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b) Etablir que le vecteur  
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c) A l'aide des résultats de la partie I, en déduire en fonction de  
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4) Applications.
a) En déduire que, si  
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b) Préciser  
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c) Déterminer la solution du système d'équations  
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