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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
Si au cours de l'épreuve un candidat repère ce qui lui semble une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre.
Dans ce problème, les variables aléatoires sont réelles et toutes définies sur un espace probabilisé  
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  représente une suite de variables aléatoires et, pour tout  
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  est une variable aléatoire réelle,  
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  désigne son espérance. 

Préliminaires

1) Soit  
[image: image7.wmf]()

n

X

  une suite de variables aléatoires réelles de même loi, admettant une espérance  
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 .Énoncer, avec précision, la loi faible des grands nombres pour la suite  
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2) Soit  
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  un réel strictement positif et  
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  un sous-ensemble de  
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[image: image14.wmf]A

 . Déterminer 


[image: image15.wmf]lim

n

n

S

PA

n

®+¥

æö

Î

ç÷

èø


L'objet du problème est de préciser de manière quantitative les résultats ci-dessus.

Partie I : Un premier exemple. Le cas gaussien

Dans cette partie,  
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  est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi normale centrée réduite,  
[image: image17.wmf](0,1)

N

 .

1) Quelle est la loi de  
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2) Soit  
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  un réel strictement positif. Dans cette partie, on note  
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  la fonction exponentielle.

a) Montrer que 
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b) En posant  
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c) Montrer que pour tout  
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d) Montrer que l'intégrale  
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  converge et la calculer.

e) Déterminer 
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f) En déduire, lorsque  
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  tend vers l'infini, un équivalent de  
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Partie II : Quelques résultats généraux

À l'instar des variables aléatoires discrètes, on admettra que si  
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 ,  
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  sont deux variables aléatoires à densité, indépendantes, admettant une espérance, alors  
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  admet une espérance et  
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Soit  
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  une variable aléatoire réelle (discrète ou à densité). Pour tout  
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[image: image36.wmf]sX

e

  admet une espérance  
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Soit  
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  une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la même loi que  
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1) Montrer que pour tout  
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2) Soit  
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  une variable aléatoire réelle et  
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a) Montrer que pour tout  
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  réel,  
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  désigne la fonction indicatrice de l'ensemble  
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b) En déduire que  
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c) Montrer que  
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3) Soit  
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  une variable aléatoire réelle et  
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a) Montrer que pour tout  
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  réel,  
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b) En déduire que  
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Partie III : Un second exemple. Le cas binomial

Dans cette partie,  
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  est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi de Bernoulli  
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Calculer  
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  et déterminer son domaine de définition.

1) Soit  
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  un réel fixé de  
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2) On suppose dans cette question que  
[image: image68.wmf]ap

>

 .

a) Etudier sur  
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  les variations de la fonction  
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b) Montrer que la fonction  
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c) Montrer que 
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3) On suppose dans cette question que  
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a) Déterminer la loi de la variable aléatoire  
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b) Montrer que 
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4) Soit  
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 . Déduire des questions précédentes que 
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5) Soit  
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  un réel de  
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 . Montrer que, pour  
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  assez grand, il est toujours possible de trouver deux réels  
[image: image87.wmf]12

,

aa

  tels que  
[image: image88.wmf]12

01

apa

<<<<

  qui vérifient les inégalités 


[image: image89.wmf](

)

(

)

1

2

2

2

n

n

S

n

S

n

Pa

Pa

a

a

ì

££

ï

í

³£

ï

î


(on pourra étudier les variations de la fonction  
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Une entreprise souhaite acquérir une machine qui fabrique un certain type d'objets et qui, en fonctionnement normal, produit une proportion  
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[image: image93.wmf]p

 . Pour cela il teste la machine et prélève un échantillon de  
[image: image94.wmf]n

 , ( 
[image: image95.wmf]1

n

³

 ), objets qu'il analyse. 

6) Pour tout  
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  la variable aléatoire de Bernoulli définie par 
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On suppose que dans les conditions de prélèvement, les variables aléatoires  
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a) Montrer que  
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b) Calculer le risque quadratique  
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7) On souhaite déterminer dans cette question un intervalle de confiance du paramètre  
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  inconnu, au niveau de confiance  
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a) Quelle est la limite en loi de la suite  
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Soit  
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  la réalisation de  
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  désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée, réduite. 

b) Déterminer en fonction de  
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Partie IV : Le cas général

Soit  
[image: image119.wmf]X

  une variable aléatoire réelle de densité  
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On supposera que  
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1) Soit  
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a) Montrer que pour tout  
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  réel 
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b) Montrer que, pour tout  
[image: image132.wmf]u

  réel 
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c) En déduire que l'intégrale  
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[image: image135.wmf]X
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2) Soit  
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a) Montrer que, pour tout  
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puis que 
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b) Montrer que  
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  est dérivable en  
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On admettra (et on démontrerait de manière analogue) que la fonction  
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3) On note  
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a) Donner le domaine de définition de la fonction  
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b) Calculer  
[image: image155.wmf]y

¢

 ,  
[image: image156.wmf]y

¢¢

 , dérivées première et seconde de  
[image: image157.wmf]y

 .

c) En utilisant l'inégalité de Cauchy Schwarz, montrer que  
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d) Montrer que  
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4) Soit  
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5) Pour tout  
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6) Montrer que si  
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7) Soit  
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  une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi que  
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8) Soit  
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