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Soit  
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  la fonction définie sur  
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  par : 
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Dans la partie I, on étudie la fonction réciproque  
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  de  
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 . Dans la partie II, on étudie un algorithme d'approximation de  
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  à l'aide d'une suite de fonctions rationnelles. Enfin, dans la partie III, on étudie une approximation polynomiale de  
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  par la méthode des moindres carrés.

I - Etude de g.

1) Variation de  
[image: image9.wmf]g

 .

a) Etudier les variations de la fonction  
[image: image10.wmf]f

 . Montrer que  
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  admet une fonction réciproque; soit  
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  cette fonction. Pour tout réel  
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 , on a donc : 
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b) Montrer que la fonction g est impaire et strictement croissante.

c) Montrer que  
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  est dérivable sur  
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 ; exprimer  
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  en fonction de  
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 . En déduire, sans calcul, le sens de variation de  
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2) Etude locale et asymptotique de  
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a) Montrer que  
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  admet au voisinage de  
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  un développement limité à tout ordre. Expliciter ce développement à l'ordre  
[image: image23.wmf]3

 .

b) Montrer que  
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  est équivalent à  
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  au voisinage de  
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c) On écrit alors  
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  sous la forme  
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 , où  
[image: image29.wmf]()

hx

  tend vers  
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  quand  
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  tend vers  
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 . Expliciter la relation satisfaite par la fonction  
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 . En déduire que la fonction x 
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  admet en  
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  une limite finie que l'on déterminera.

d) Donner une allure de la représentation graphique de g.

3) Etude d'une primitive de  
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 .Soit  
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  la fonction numérique définie sur  
[image: image38.wmf]R

  par : 
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a) Calculer  
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  en fonction de  
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 .

b) Etudier la variation de  
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 ; étudier  
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  au voisinage de  
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  et de  
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II - Approximation rationnelle de g.

Dans cette partie, on prend  
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  dans l'intervalle  
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 . On interprète  
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  comme l'unique solution de l'équation  
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 , c'est-à-dire comme l'abscisse du point d'intersection de la courbe  
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  représentative de  
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  avec la droite  
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  parallèle à l'axe des abscisses et d'ordonnée  
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 . On se propose d'approcher  
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  à l'aide de la suite de terme général  
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  ainsi construite : on pose u 
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  et on prend pour  
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  l'abscisse du point d'intersection de  
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  avec la tangente à  
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  au point d'abscisse  
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 ; on itère ce processus en considérant l'abscisse  
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  du point d'intersection de  
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  avec la tangente à  
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  au point d'abscisse  
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1) Construction de l'algorithme d'approximation.Soit  
[image: image65.wmf]t

  un nombre réel positif. Prouver que l'abscisse du point d'intersection de  
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  avec la tangente à  
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  au point d'abscisse  
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  est égale à  
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 .On considère donc la suite définie par la relation de récurrence : 
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et la condition initiale  
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2) Etude de l'algorithme.Soit  
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  la fonction numérique qui à tout réel positif  
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  associe 
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a) Etudier le signe de  
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b) Calculer la dérivée de  
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 . Etudier le signe de  
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c) Déduire des questions  et  que l'intervalle  
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  est stable par  
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 .En utilisant l'encadrement 
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valable pour tout élément  
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  de l'intervalle  
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 , montrer que, sous cette dernière condition :  
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3) Etude de la convergence.

a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel  
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 ,  
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  appartient à  
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 , que la suite  
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  est décroissante et qu'elle converge vers  
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b) Prouver que, pour tout nombre entier naturel  
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  : 
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c) Soit a un nombre réel positif. On pose :
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Prouver que  
[image: image92.wmf]2

().

3

n

n

a

b

„

 

d) Prouver que, pour tout nombre réel positif t : 
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e) Montrer que, pour tout élément  
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  de l'intervalle  
[image: image95.wmf][(),]

gxx

  : 


[image: image96.wmf]2

3

0()()[()].

2

tgxtgx

j

--

„„


f) (On pourra étudier la variation de la fonction  
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g) Calculer, sous forme de fraction,  
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 . Que dire de la précision de  
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  comme valeur approchée de  
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III - Approximation polynomiale de g par la méthode des moindres carrés.

Soient  
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  un nombre réel strictement positif,  
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  un nombre entier naturel non nul et  
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  une suite d'éléments de  
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  distincts deux à deux. Pour tout nombre entier naturel  
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 , on note  
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  l'espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à  
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1) Produit scalaire sur  
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  adapté à  
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a) Montrer que l'application qui à tout couple  
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  d'éléments de  
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  associe le nombre réel : 
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est un produit scalaire sur  
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b) Soit  
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  un nombre entier naturel inférieur ou égal à  
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 . Montrer qu'il existe un élément  
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  de  
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  et un seul prenant la valeur  
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  au point  
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  et la valeur  
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  en tous les autres points de  
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c) Prouver que la famille  
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  est une base orthonormale de  
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d) Montrer qu'il existe un élément  
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  de  
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  et un seul tel que, pour tout nombre entier  
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[image: image127.wmf][[0,]]

n

 , 


[image: image128.wmf]()();

gii

Pxgx

=


expliciter les composantes de  
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  dans la base  
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2) Approximation de  
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 .Soit  
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  un nombre entier naturel strictement inférieur à  
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 . Pour tout élément  
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a) Interpréter  
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  à l'aide du produit scalaire sur  
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b) Montrer qu'il existe un élément  
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  et un seul tel que, pour tout élément  
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c) Montrer que le polynôme  
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  est caractérisé par les relations : 
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d) On écrit  
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  sous la forme : 


[image: image147.wmf]0

.

p

j

gj

j

HX

l

=

=

å


Expliciter un système linéaire admettant pour unique solution  
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e) En utilisant les résultats obtenus dans les parties II et III, indiquer les différentes étapes d'un algorithme permettant de calculer  
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