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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
Le but du problème est l'étude d'une suite de tirages de boules dans une urne, ce qui fait l'objet de la seconde partie. La première partie permet d'obtenir quelques résultats préliminaires d'algèbre.Dans tout le problème, on désigne par  
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  un nombre entier naturel non nul et par  
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  l'espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à N. On considère l'application linéaire  
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  qui, à tout élément  
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  de  
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 , associe le polynôme : 
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où  
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  désigne la dérivée de  
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 .

Partie I :  

1) Étude de l'application  
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a) Pour tout nombre entier naturel  
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  tel que  
[image: image12.wmf]jN

„

 , calculer  
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b) Montrer que  
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  est un endomorphisme de  
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 .

c)  On considère la base canonique  
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  de  
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 . Écrire la matrice  
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  associée à  
[image: image19.wmf]f

  dans cette base.

2) Recherche d'une base de polynômes propres pour  
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 Soit  
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  un polynôme propre pour  
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 , c'est à dire un élément non nul de  
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  tel qu'il existe un réel  
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  satisfaisant à la relation : 
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a) Montrer que  
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  est nécessairement de degré  
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 .

b) On suppose que  
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 . Montrer que  
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  est racine de  
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 .Soit  
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  l'ordre de multiplicité de la racine  
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 , il existe donc un polynôme  
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  tel que : 
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c) Montrer que  
[image: image35.wmf]kN

=

  et que  
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  est constant.En supposant que  
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 , étudier de même la multiplicité de la racine  
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d) On suppose maintenant que  
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  est différent de 1 et de -1. Montrer que 1 et -1 sont racines de  
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 . Soient  
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  et  
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  leurs ordres de multiplicité respectifs. On pose : 
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e) Montrer que  
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 . Exprimer alors  
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  en fonction de  
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  et de  
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 . En déduire une factorisation des polynômes  
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  ainsi obtenus.

f) Montrer que l'endomorphisme  
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  est diagonalisable.

g) On considère la famille  
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  des éléments de  
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  définis par : 
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Montrer que la famille  
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  est une base de  
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 . Écrire la matrice  
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  associée à  
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  dans la base  
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3) Calcul des limites des suites  
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 On appelle limite d'une suite  
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  de matrices carrées d'ordre  
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  la matrice carrée  
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  d'ordre  
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  dont les éléments sont les limites (si elles existent) des éléments de  
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 , lorsque  
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  tend vers  
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 . On admet que, dans ces conditions, pour tout couple  
[image: image67.wmf](,)

PQ

  de matrices carrées d'ordre  
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a) Pour tout nombre entier naturel  
[image: image71.wmf]j

  tel que  
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 , on pose : 
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Déterminer les éléments  
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b) On note repectivement  
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  et  
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  les matrices de passage de la base  
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  à  
[image: image83.wmf]B

¢

  et de  
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  à  
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 . Quels sont les éléments ainsi connus de  
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c) Exprimer  
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  en fonction de  
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 ,  
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  et  
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 . En déduire (sans expliciter davantage les matrices  
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 ) les limites des suites  
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  lorsque  
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  tend vers  
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Partie II :

On suppose désormais que  
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 . Une urne contient  
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  boules rouges et  
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  boules blanches avec  
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 . On procède à des tirages de la manière décrite ci-après :

 lorsqu'on obtient une boule rouge, celle ci est retirée de l'urne et remplacée par une boule blanche avant de passer au tirage suivant.

 lorsqu'on obtient une boule blanche, celle ci est retirée de l'urne et remplacée par une boule rouge avant de passer au tirage suivant.

Soit  
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  un nombre entier naturel. On note  
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  la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de boules rouges contenues dans l'urne à l'issue du  
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  tirage (c'est à dire lorsque la  
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  boule a été tirée puis remplacée selon la procédure décrite). En particulier,  
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 , on pose : 
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Ainsi : 
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On convient de poser : 
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On désigne par  
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  et  
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  l'espérance et la variance de  
[image: image113.wmf]n

X

 . On se propose de calculer par deux méthodes ces deux valeurs typiques, puis d'étudier le comportement asymptotique de  
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1) On suppose dans cette question que  
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  est non nul. A l'aide de la formule des probabilités totales, montrer que, pour tout nombre entier naturel  
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  : 
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2) Calcul de l'espérance et de la variance à l'aide de polynômesPour tout nombre entier naturel  
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 , soit  
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  le polynôme défini par : 
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On suppose désormais que  
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  est non nul.

a) Établir la relation : 
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b)  Montrer que : 
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c) En dérivant (), former une relation entre  
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  tend vers  
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d)  Montrer que : 
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e) On pose : 
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En dérivant deux fois (), former une relation entre  
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  et  
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 . En déduire  
[image: image133.wmf]()

n

VX

  et sa limite quand  
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  tend vers  
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3) Calcul de l'espérance et de la variance à l'aide de matricesOn considère la matrice à  
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  lignes et une colonne : 
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a) A l'aide de la relation (), prouver que : 
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b) où  
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  est la matrice définie dans la question I..

On considère les trois matrices à une ligne et  
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  colonnes : 
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c) Calculer le produit  
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d) Retrouver ainsi la relation entre  
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  et  
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  établie dans la question II.

e) Calculer le produit  
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  en fonction de  
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  et de  
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 . Retrouver ainsi la relation entre  
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  établie dans la question II.

4) Étude de la distribution asymptotique de  
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 En utilisant les résultats de la fin de la première partie, déterminer selon la parité de  
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  les limites des suites  
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  lorsque  
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  tend vers  
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