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EXERCICE I

1) Soit  
[image: image2.wmf]f

  l'endomorphisme de  
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  dont la matrice dans la base canonique  
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a) Montrer que  
[image: image6.wmf]1
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  est une valeur propre de  
[image: image7.wmf]A

  et trouver un vecteur propre, noté  
[image: image8.wmf]V

 , associé à cette valeur propre.

b) Montrer que  
[image: image9.wmf]23
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  est une base de  
[image: image10.wmf]3
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 . Donner la matrice de  
[image: image11.wmf]f

  dans cette base.

c) Montrer que si  
[image: image12.wmf]X

  est un vecteur quelconque de  
[image: image13.wmf]3
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 , alors  
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  est une combinaison linéaire de  
[image: image15.wmf]X

  et de  
[image: image16.wmf]V

 . En déduire que, dans toute base de  
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  de la forme  
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  où  
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V

  et  
[image: image20.wmf]3
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  sont des vecteurs de  
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  , la matrice de  
[image: image22.wmf]f

  est la forme :
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où  
[image: image24.wmf]a

  et  
[image: image25.wmf]b

  sont des réels.

2) L'endomorphisme  
[image: image26.wmf]f

  est-il diagonalisable ?

3) Plus généralement, soit  
[image: image27.wmf]1
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  un vecteur non nul de  
[image: image28.wmf]3
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  et h un endomorphisme de  
[image: image29.wmf]3
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  ayant la propriété suivante : 
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  Pour tout vecteur X de  
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 ,  
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  est une combinaison linéaire de  
[image: image33.wmf]X

  et de  
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 .Soit  
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  une base de  
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  obtenue en adjoignant à  
[image: image37.wmf]1
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  deux autres vecteurs  
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  et  
[image: image39.wmf]3
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 .

a) En appliquant la propriété  
[image: image40.wmf]()

P

  à trois vecteurs particuliers, montrer qu'il existe des réels  
[image: image41.wmf]a

 ,  
[image: image42.wmf]b

 ,  
[image: image43.wmf]g

  tels que :
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b) En déduire que la matrice de h dans la base  
[image: image45.wmf]123
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  est de la forme
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où  
[image: image47.wmf]a

 ,  
[image: image48.wmf]b

 ,  
[image: image49.wmf]g

  et  
[image: image50.wmf]l

  sont des réels.

c) L'endomorphisme  
[image: image51.wmf]h

  est-il diagonalisable ?

EXERCICE II

1) Montrer que, si  
[image: image52.wmf]g

  est une fonction réelle définie sur 
[image: image53.wmf][0,1]

 , continue et positive sur cet intervalle, la fonction  
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 , définie par  
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 , est aussi une fonction continue et positive sur  
[image: image56.wmf][0,1].

 

2) Compte tenu du résultat précédent, on définit sur  
[image: image57.wmf][0,1]

  une suite de fonctions réelles  
[image: image58.wmf]()
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  en posant, pour tout  
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Calculer  
[image: image61.wmf]1
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 ,  
[image: image62.wmf]2
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  et  
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3) Montrer qu'il existe deux suites de réels  
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  telles que, pour tout  
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[image: image67.wmf][0,1]

x

ä

 , on ait :  
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 On calculera  
[image: image69.wmf]n
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  en fonction de  
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  et on écrira une relation de récurrence donnant  
[image: image71.wmf]n
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  en fonction de  
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4) Démontrer que, pour tout  
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n

…

 ,  
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a) Montrer que, pour tout 
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 , on a :  
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b) En déduire que, pour tout  
[image: image77.wmf]1
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c) Montrer que  
[image: image79.wmf]ln()

n

a

  est équivalent à  
[image: image80.wmf]2
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n

 quand  
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  tend vers l'infini.

5) Montrer que, pour tout réel  
[image: image82.wmf][0,1]
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 , la suite  
[image: image83.wmf](())
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  converge et préciser sa limite en fonction de  
[image: image84.wmf]x

 .

EXERCICE III

Un pion est déplacé de manière aléatoire sur un damier de quatre cases numérotées de 1 à 4. On considère une suite de variables aléatoires,  
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 , définies sur un espace probabilisé  
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AP

W

 , à valeurs dans l'ensemble  
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 , représentant la position du pion aux instants successifs : pour  
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  si le pion est sur la case  
[image: image90.wmf]i

  à l'instant  
[image: image91.wmf]n

 .On note  
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[image: image93.wmf]ij

  l'élément situé à la i-ème ligne et à la j-ième colonne de la matrice
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Pour  
[image: image95.wmf]i

  et  
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  dans  
[image: image97.wmf]{1,2,3,4}

 , on suppose que, pour tout  
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  tel que  
[image: image99.wmf]()0

n

PXi

=¹

 , la probabilité conditionnelle  
[image: image100.wmf]1

(/)

nn

PXjXi

+

==

  (probabilité que le pion soit sur la case  
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  à l'instant  
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  sachant qu'il est sur la case  
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  à l'instant  
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 ) est égale à  
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 .On note, pour tout  
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Enfin on suppose que le pion est sur la case  
[image: image109.wmf]1

  à l'instant  
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  et donc que  
[image: image111.wmf]0

1

p

=

 . Si le pion vient sur la case 4 à l'instant  
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 , il y reste à l'instant  
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 , d'où la quatrième ligne de la matrice  
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 .

1) Calculer  
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  et  
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a) Donner, pour tout entier  
[image: image117.wmf]0
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 , l'expression de  
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b) En déduire, pour  
[image: image120.wmf]1
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 , les expressions de  
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  et  
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  en fonction de  
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c) Calculer, pour  
[image: image124.wmf]0
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 , la probabilité conditionnelle  
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d) Déterminer, pour tout entier  
[image: image126.wmf]1
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 , la probabilité que le pion passe par la case 4, pour la première fois, à l'instant n. On notera  
[image: image127.wmf]n
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  cette probabilité.

e) Déterminer la probabilité qu'il ne passe jamais par la case 4.

f) Soit T une variable aléatoire définie sur  
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 , à valeurs dans  
[image: image129.wmf]´

N

  et vérifiant, pour tout entier  
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 ,  
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 . Calculer l'espérance et la variance de  
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 .

2) Calculer la probabilité que le pion ne passe jamais ni par la case 2 ni par la case 3.

a) Déterminer la probabilité que le pion se soit trouvé sur la case 1 à l'instant  
[image: image133.wmf]1
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 , sachant qu'il est sur la case 4 à l'instant  
[image: image134.wmf]2
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 .

b) Plus généralement, soit m et n deux entiers vérifiant  
[image: image135.wmf]0
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 . Déterminer la probabilité que le pion se soit trouvé sur la case 1 à l'instant  
[image: image136.wmf]m

 , sachant qu'il est sur la case 4 à l'instant  
[image: image137.wmf]n

 .
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