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Une eprouvette contient  
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  bacteries,  
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  sont des bacteries de type  
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 ,  
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  de type  
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 . On les laisse se reproduire en milliers d'exemplaires, la proportion de bacteries de chaque type restant inchangee. On preleve alors, au hasard,  
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  bacteries que l'on met dans une autre eprouvette. On les laisse se reproduire en milliers d'exemplaires dans les memes conditions que precedemment, et on recommence l'experience.

Que se passe-t-il après un grand nombre d'expériences ?

L'enonce theorique ci-dessous propose un modele probabiliste pour repondre a cette question. 

Définitions.

Soit une variable aléatoire  
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  ; on note  
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  l'espérance de  
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  si celle-ci existe.On note  
[image: image11.wmf]N

  un entier supérieur ou égal à  
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  et  
[image: image13.wmf]0

k

  un entier de  
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Soit  
[image: image17.wmf]0

()

nn

X

…

  une suite de variables aléatoires définies sur un espace de probabilité  
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 , dont les lois de probabilité sont définies de la manière suivante :

  
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  est la variable certaine égale à  
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  
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  suit la loi binomiale de paramètres  
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  et  
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 . (Par convention, on dit que la loi binomiale de paramètres  
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  et  
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  est la loi de la variable certaine égale à  
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  et que la loi binomiale de paramètres  
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  et  
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  est la loi de la variable certaine égale à  
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Pour tout entier  
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  non nul et tout entier  
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  est la loi binomiale de paramètres  
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  et  
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 . En d'autres termes :

pour tout entier  
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  non nul et tout entier  
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(avec la convention habituelle que  
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On a de plus l'hypothèse (H) :

pour tout entier  
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  non nul, pour tout  
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 , pour tout entier  
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Cette hypothèse n'est utile que pour la question 6. de la partie 1. 

On définit la suite de variables aléatoires  
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PRELIMINAIRE

Dans l'exemple ci-dessus, en appelant  
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  le nombre de bacteries prelevees a chaque experience,  
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  le nombre de bacteries de type  
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  dans la premiere eprouvette au debut de la premiere experience et  
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  le numero de l'experience, donner une interpretation de la variable  
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  et justifier par des arguments tires du cours, l'utilisation de la loi binomiale. Comment interpreter l'hypothese (H) ?

Partie 1

Dans cette partie,  
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Que dire de la suite  
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1) On suppose désormais, dans la suite de cette partie, que  
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2) Pour tout entier  
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 , on pose  
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 . Montrer que  
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a) Soit le vecteur ligne  
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 . Calculer  
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b) Montrer que  
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c) On pose  
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  et  
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 . Calculer  
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  en fonction de  
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d) Montrer que  
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  est diagonalisable. Donner ses valeurs propres et une base de vecteurs propres.

e) Calculer  
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  pour tout entier  
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f) Montrer que la loi de  
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  est donnée par : 
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g) Montrer que la suite  
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  converge en loi. Quelle est la loi limite ?

3) Pour tout entier  
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  non nul, on définit l'événement  
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 .On pose  
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 ,et pour tout entier  
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a) Exprimer pour tout entier  
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  non nul,  
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  en fonction de  
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 . En déduire les valeurs de  
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  pour tout entier  
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b) Montrer que  
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 . En déduire  
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c) En déduire la probabilité qu'il existe  
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  vérifiant  
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Partie 2

Dans cette partie,  
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  est un entier supérieur ou égal à  
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  et  
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On pose pour tout entier  
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A. Loi de  
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1) Montrer que pour tout entier  
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2) Montrer que pour tout entier  
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 ,  
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a) Montrer que pour tout entier  
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b) En déduire la valeur de  
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3) Montrer que la suite  
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  est croissante et convergente.

a) Soit  
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  une variable aléatoire à valeurs dans  
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 , prenant un nombre fini de valeurs.Montrer que pour tout réel  
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b) Etudier sur  
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  définie par :
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c) En utilisant la valeur de  
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d) Quelle est la limite de la suite  
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e) En déduire que pour tout entier  
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f) En utilisant le résultat du 2), montrer que  
[image: image143.wmf]lim()

n

n

PXNp

®+¥

==

 .Déterminer  
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g) Montrer que la suite  
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  converge en loi. Quelle est la loi limite ?

B. Temps d'arrêt

On définit la variable aléatoire  
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  par :

 si pour tout entier  
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 sinon,  
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1) Que vaut  
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a) Montrer que :  
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b) En déduire que  
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  admet une espérance et que  
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  ( on ne cherchera pas à calculer  
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C. Retour aux bactéries

Dans l'exemple des bactéries, on a posé la question : " Que se passe-t-il après un grand nombre d'expériences ? ".Pouvez-vous maintenant y répondre ?
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