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EXERCICE

Toutes les variables aléatoires envisagées dans cet exercice sont supposées définies sur le même espace probabilisé dont la probabilité est notée  
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 .

1) Soit  
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  une variable aléatoire prenant chacune des valeurs  
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  et  
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  avec la probabilité  
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  et  
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  la variable aléatoire définie par  
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a) Calculer l'espérance et la variance de la variable aléatoire  
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 , ainsi que l'espérance de la variable aléatoire  
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b) Exprimer plus simplement en fonction de  
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  et  
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  les variables aléatoires  
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  et  
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c) En déduire la variance de  
[image: image16.wmf]Y

  et la covariance de  
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  et de  
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d) Tracer le tableau de la loi conjointe des variables aléatoires  
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  et  
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e) En déduire que ces variables aléatoires ne sont pas indépendantes.

2) Dans cette sous-partie,  
[image: image21.wmf]p

 ,  
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  et   
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  sont trois réels de l'intervalle  
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 ,  
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  est une variable aléatoire de Bernoulli de paramètre  
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 ,  
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  une variable aléatoire de Bernoulli de paramètre  
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  et  
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  est la probabilité de l'événement  
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a) Préciser les espérances et les variances des variables aléatoires  
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  et  
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 .

b) Montrer que la variable aléatoire produit  
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  est une variable de Bernoulli et préciser son paramètre.

c) Tracer le tableau de la loi conjointe des deux variables aléatoires  
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  et  
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 .

d) Calculer en fonction de  
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 , la covariance de  
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  et de  
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e) En utilisant le tableau de la loi conjointe, montrer que les variables aléatoires  
[image: image39.wmf]X

  et  
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  sont indépendantes si et seulement si leur covariance est nulle. Ce résultat est-il valable pour tout couple  
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  de variables aléatoires?

Problème

On appelle durée de vie d'un composant électronique la durée de fonctionnement de ce composant jusqu'à sa première panne éventuelle.On considère un composant électronique dont la durée de vie est modélisée par une variable aléatoire  
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  à valeurs dans  
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 , définie sur un espace probabilisé dont on note  
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  la probabilité.Toutes les variables aléatoires envisagées dans ce problème sont définies sur ce même espace probabilisé.Le problème se compose de deux parties pouvant être traitées indépendamment.

Partie 1 : Cas discret

On suppose dans cette partie que  
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  est une variable aléatoire à valeurs dans  
[image: image46.wmf]´

N

 .

1) Coefficient d'avarie
Pour tout entier naturel  
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 , on note  
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  la probabilite  
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  et on suppose, dans cette sous-partie, que cette probabilite n'est pas nulle quelque soit l'entier naturel  
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Le composant est mis en service à l'instant  
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 . Pour tout entier naturel  
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  non nul, on appelle coefficient d'avarie à l'instant  
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  du composant, la probabilité qu'il tombe en panne à l'instant  
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 , sachant qu'il fonctionne encore à l'instant  
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 , c'est-à-dire le nombre  
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  défini par : 
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a) Justifier l'égalité  
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b) Exprimer, pour tout entier naturel non nul  
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 , la probabilité  
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  en fonction de  
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  et de  
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 , en déduire l'égalité : 
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c) Dans cette question, on suppose que  
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  suit la loi géométrique de paramètre  
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  , c'est-à-dire que, pour tout entier naturel non nul  
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  est donné par :   
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i) Quelle est l'esperance de la variable aleatoire  
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 ?

ii) Calculer, pour tout entier naturel  
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 ,  
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  en fonction de  
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iii) En déduire pour tout entier naturel  
[image: image73.wmf]n

  non nul, l'égalité:  
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d) On suppose dans cette question que l'on a :  
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i) Établir, pour tout entier naturel non nul  
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 , l'égalité :  
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ii) En déduire, pour tout entier naturel  
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 , la valeur de  
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  en fonction de  
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iii) Montrer enfin que  
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  suit une loi géométrique et préciser son paramètre.

2) Nombre moyen de pannes successives dans un cas particulier
On suppose, dans cette sous-partie, que la loi de  
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  est donnée par :  
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Un premier composant est mis en service a l'instant  
[image: image85.wmf]0

  et, quand il tombe en panne, il est remplace instantanement par un composant identique qui sera remplace a son tour a l'instant de sa premiere panne dans les memes conditions, et ainsi de suite. On suppose alors que, pour tout entier strictement positif  
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 , la duree de vie du  
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 -eme composant est une variable aleatoire  
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  de meme loi que  
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  et que ces variables aleatoires  
[image: image90.wmf]i

T

  sont independantes.

Pour tout entier strictement positif  
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 , soit  
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  la variable aléatoire de Bernoulli prenant la valeur  
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  si une panne survient à l'instant  
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  et la valeur  
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  sinon. Son espérance est notée  
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i) Calculer l'espérance  
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  de la variable aléatoire  
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ii) Vérifier les égalités   
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b) Soit  
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  un entier strictement positif. À l'aide de la formule des probabilités totales, écrire une relation donnant  
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  et en déduire l'égalité: 
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c)  Pour tout entier naturel non nul  
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 , on pose : 
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Établir, pour tout entier naturel non nul  
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 , les égalités: 


[image: image109.wmf]1

1

385

3107

nnn

nnn

rrs

srs

+

+

=-

ì

ï

ï

í

ï

=-

ï

î


d)  Soit  
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 ,  
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  et  
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  les matrices définies par :   
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i) Montrer que la matrice  
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  est inversible et calculer son inverse  
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ii) Établir l'égalité :  
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iii) Calculer, pour tout entier naturel non nul  
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 , la puissance  
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 -ième de la matrice  
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  et exprimer la matrice  
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iv) Pour tout entier naturel  
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  non nul, donner explicitement la matrice  
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  puis la matrice  
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v) Donner, pour tout entier naturel  
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  non nul, une écriture matricielle des égalités obtenues à la question  et en déduire, à l'aide des résultats de la question , que la suite  
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vi) En déduire la limite de la suite  
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e) Soit  
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  un entier strictement positif et  
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  la variable aléatoire désignant le nombre de pannes (et donc de remplacements) survenues jusqu'à l'instant  
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Exprimer la variable aléatoire  
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  à l'aide des variables aléatoires  
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 , calculer l'espérance  
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[image: image137.wmf]E()1

lim

35

n

n

U

n

®¥

=

 .

Partie 2 : Cas continu

Dans cette partie,  
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  est une variable aléatoire de densité  
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  nulle sur  
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  et strictement positive sur  
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  est la fonction de répartition de cette variable aléatoire, on appelle loi de survie du composant la fonction  
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  définie sur  
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  par: 
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Pour tout réel  
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  positif, on appelle coefficient d'avarie à l'instant  
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  le nombre  
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1) On suppose dans cette question que  
[image: image151.wmf]T

  suit la loi exponentielle de paramètre  
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a) Déterminer alors la loi de survie du composant et donner l'allure de sa courbe représentative en précisant la tangente à l'origine.

b) Établir, pour tout réel  
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  positif, l'égalité  
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2) On suppose dans cette question que la densité  
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  de la variable aléatoire  
[image: image156.wmf]T

  est définie par : 
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a) Vérifier que la fonction  
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  ainsi définie possède les propriétés d'une densité de probabilité.

b) Préciser la densité continue d'une variable aléatoire normale centrée réduite et en déduire les égalités:
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c) Calculer l'espérance de la variable aléatoire  
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d) Montrer que la variable aléatoire  
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  suit une loi exponentielle et préciser son paramètre. En déduire la variance de la variable aléatoire  
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e) Determiner la loi de survie du composant et donner l'allure de sa courbe representative en precisant la tangente a l'origine.

f) Calculer, pour tout reel  
[image: image163.wmf]t

  positif, le coefficient d'avarie  
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3) On suppose dans cette question qu'il existe une constante  
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  strictement positive telle que l'on a: 
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a) Pour tout réel  
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  positif, on pose :  
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Montrer que la fonction  
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  est constante sur  
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b) En déduire que  
[image: image171.wmf]T

  suit une loi exponentielle et préciser son paramètre.

_1155837847.unknown

_1155837986.unknown

_1155838126.unknown

_1155838195.unknown

_1155838230.unknown

_1155838265.unknown

_1155838282.unknown

_1155838291.unknown

_1155838299.unknown

_1155838304.unknown

_1155838308.unknown

_1155838295.unknown

_1155838286.unknown

_1155838273.unknown

_1155838278.unknown

_1155838269.unknown

_1155838247.unknown

_1155838256.unknown

_1155838260.unknown

_1155838252.unknown

_1155838239.unknown

_1155838243.unknown

_1155838234.unknown

_1155838213.unknown

_1155838221.unknown

_1155838226.unknown

_1155838217.unknown

_1155838204.unknown

_1155838208.unknown

_1155838200.unknown

_1155838160.unknown

_1155838178.unknown

_1155838186.unknown

_1155838191.unknown

_1155838182.unknown

_1155838169.unknown

_1155838173.unknown

_1155838165.unknown

_1155838143.unknown

_1155838152.unknown

_1155838156.unknown

_1155838147.unknown

_1155838134.unknown

_1155838139.unknown

_1155838130.unknown

_1155838056.unknown

_1155838091.unknown

_1155838108.unknown

_1155838117.unknown

_1155838121.unknown

_1155838113.unknown

_1155838099.unknown

_1155838104.unknown

_1155838095.unknown

_1155838073.unknown

_1155838082.unknown

_1155838086.unknown

_1155838078.unknown

_1155838065.unknown

_1155838069.unknown

_1155838060.unknown

_1155838021.unknown

_1155838039.unknown

_1155838047.unknown

_1155838052.unknown

_1155838043.unknown

_1155838030.unknown

_1155838034.unknown

_1155838026.unknown

_1155838004.unknown

_1155838012.unknown

_1155838017.unknown

_1155838008.unknown

_1155837995.unknown

_1155837999.unknown

_1155837991.unknown

_1155837917.unknown

_1155837952.unknown

_1155837969.unknown

_1155837978.unknown

_1155837982.unknown

_1155837973.unknown

_1155837960.unknown

_1155837965.unknown

_1155837956.unknown

_1155837934.unknown

_1155837943.unknown

_1155837947.unknown

_1155837938.unknown

_1155837925.unknown

_1155837930.unknown

_1155837921.unknown

_1155837882.unknown

_1155837899.unknown

_1155837908.unknown

_1155837912.unknown

_1155837904.unknown

_1155837891.unknown

_1155837895.unknown

_1155837886.unknown

_1155837864.unknown

_1155837873.unknown

_1155837877.unknown

_1155837869.unknown

_1155837856.unknown

_1155837860.unknown

_1155837851.unknown

_1155837708.unknown

_1155837777.unknown

_1155837812.unknown

_1155837830.unknown

_1155837838.unknown

_1155837843.unknown

_1155837834.unknown

_1155837821.unknown

_1155837825.unknown

_1155837817.unknown

_1155837795.unknown

_1155837804.unknown

_1155837808.unknown

_1155837799.unknown

_1155837786.unknown

_1155837790.unknown

_1155837782.unknown

_1155837742.unknown

_1155837760.unknown

_1155837769.unknown

_1155837773.unknown

_1155837764.unknown

_1155837751.unknown

_1155837756.unknown

_1155837747.unknown

_1155837725.unknown

_1155837734.unknown

_1155837738.unknown

_1155837729.unknown

_1155837716.unknown

_1155837721.unknown

_1155837712.unknown

_1155837638.unknown

_1155837673.unknown

_1155837690.unknown

_1155837699.unknown

_1155837703.unknown

_1155837695.unknown

_1155837682.unknown

_1155837686.unknown

_1155837677.unknown

_1155837656.unknown

_1155837664.unknown

_1155837669.unknown

_1155837660.unknown

_1155837647.unknown

_1155837651.unknown

_1155837643.unknown

_1155837603.unknown

_1155837621.unknown

_1155837630.unknown

_1155837634.unknown

_1155837625.unknown

_1155837612.unknown

_1155837616.unknown

_1155837608.unknown

_1155837566.unknown

_1155837575.unknown

_1155837599.unknown

_1155837570.unknown

_1155837557.unknown

_1155837561.unknown

_1155837553.unknown

