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EXERCICE
1) Soit  
[image: image2.wmf]a

  et  
[image: image3.wmf]b

  deux réels strictement positifs et  
[image: image4.wmf]A

  la matrice carrée d'ordre  
[image: image5.wmf]2

  définie par :  
[image: image6.wmf]ab
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a) Montrer que si  
[image: image7.wmf]a

  et  
[image: image8.wmf]b

  sont égaux, la matrice  
[image: image9.wmf]A

  n'est pas inversible.

b) Calculer la matrice   
[image: image10.wmf]2
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 . En déduire que, si  
[image: image11.wmf]a

  et  
[image: image12.wmf]b

  sont distincts, la matrice  
[image: image13.wmf]A

  est inversible et donner la matrice  
[image: image14.wmf]1
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c) Montrer que les valeurs propres de  
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  sont  
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  et  
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d) On pose  
[image: image18.wmf]0
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  . Déterminer une matrice  
[image: image19.wmf]Q

 , carrée d'ordre  
[image: image20.wmf]2

  à coefficients réels, inversible et dont les éléments de la première ligne sont égaux à  
[image: image21.wmf]1

 , vérifiant   
[image: image22.wmf]1
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e) Calculer la matrice  
[image: image23.wmf]1
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  et, à l'aide de la question précédente, calculer la matrice  
[image: image24.wmf]n
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  pour tout entier naturel non nul  
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2) Soit  
[image: image26.wmf]p

  un réel vérifiant  
[image: image27.wmf]01
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  et  
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  le réel  
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 . On suppose que  
[image: image30.wmf]X

  et  
[image: image31.wmf]Y

  sont deux variables aléatoires définies sur le même espace probabilisé  
[image: image32.wmf](,,)
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 , indépendantes et suivant la même loi géométrique de paramètre  
[image: image33.wmf]p

 .Pour tout  
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  de  
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 , on désigne par  
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  la matrice carrée d'ordre  
[image: image37.wmf]2

  suivante:  
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  et on note  
[image: image39.wmf]()
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  (respectivement  
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 ) la plus grande (respectivement la plus petite) valeur propre de  
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  et on définit ainsi deux variables aléatoires sur  
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a) Montrer que la probabilité de l'événement  
[image: image43.wmf][]
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  est donnée par:  
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   et en déduire la probabilité de l'événement  
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b) Calculer la covariance des variables aléatoires  
[image: image46.wmf]S

  et  
[image: image47.wmf]D
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c) Calculer les probabilités   
[image: image48.wmf]([2][0]),([2])
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   et  
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 .Les variables aléatoires  
[image: image50.wmf]S

  et  
[image: image51.wmf]D

  sont-elles indépendantes ?

d) Établir, pour tout entier naturel  
[image: image52.wmf]n

  supérieur ou égal à  
[image: image53.wmf]2

  :   
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e) En déduire, lorsque  
[image: image55.wmf]p

  est égal à  
[image: image56.wmf]2
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  que la valeur la plus probable de la plus grande valeur propre des matrices  
[image: image57.wmf]()
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  possibles est  
[image: image58.wmf]11
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PROBLÈME
Partie A : Étude d'une fonction

a) On suppose, dans cette question, qu'il existe une fonction  
[image: image59.wmf]f

  de classe  
[image: image60.wmf]1
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  sur les intervalles  
[image: image61.wmf]],0[
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  et  
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 , vérifiant pour tout réel  
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  appartenant à  
[image: image64.wmf]],0[]0,1[
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 , l'égalité : 
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b) Soit  
[image: image66.wmf]h

  la fonction définie sur  
[image: image67.wmf]],0[]0,1[
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 , par:   
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 .Montrer que  
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  est de classe  
[image: image70.wmf]1
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  sur les intervalles  
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  ,  
[image: image72.wmf]]0,1[

  et calculer sa dérivée.En déduire qu'il existe deux constantes réelles  
[image: image73.wmf]1
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  et  
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c

  vérifiant 
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c) On définit une fonction  
[image: image76.wmf]f

  sur les intervalles  
[image: image77.wmf]],0[
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  et  
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  par:
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où  
[image: image80.wmf]1
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  et  
[image: image81.wmf]2
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  sont deux constantes réelles.Déterminer les constantes  
[image: image82.wmf]1
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  et  
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  pour que la fonction  
[image: image84.wmf]f

  soit prolongeable par continuité en  
[image: image85.wmf]0
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2)  Dans toute la suite de cette partie,  
[image: image86.wmf]f

  désigne la fonction définie sur  
[image: image87.wmf]],1[

-¥

  par:
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a) Donner le développement limité en  
[image: image89.wmf]0

  à l'ordre  
[image: image90.wmf]3

  de la fonction   
[image: image91.wmf]ln(1)
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  puis le développement limité en  
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  à l'ordre  
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  de la fonction  
[image: image94.wmf]f

 .

b) En déduire que la fonction  
[image: image95.wmf]f

  est continue en  
[image: image96.wmf]0

 , dérivable en  
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  et préciser la valeur de  
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c) Montrer que, pour tout  
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  de  
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 , on a: 
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d) En utilisant le développement limité de la question précédente, montrer que  
[image: image102.wmf]f

  est de classe  
[image: image103.wmf]1
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  sur  
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e) Étudier le signe de la fonction  
[image: image105.wmf]j

  définie sur  
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  par:   
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  En déduire les variations de la fonction  
[image: image108.wmf]f

 

f) Donner le tableau de variation de la fonction  
[image: image109.wmf]f

  et l'allure de la représentation graphique de  
[image: image110.wmf]f

  en précisant les asymptotes, la tangente à l'origine et la position de la courbe par rapport à cette tangente au voisinage de l'origine.

3) Soit  
[image: image111.wmf]x

  un réel de l'intervalle  
[image: image112.wmf]]0,1[

 .

a) Soit  
[image: image113.wmf]h

  la fonction définie sur  
[image: image114.wmf]],1[
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  par:   
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  .Calculer, pour tout réel  
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  de  
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  non nul,  
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b) Justifier, pour tout entier naturel  
[image: image121.wmf]n

 , l'égalité: 
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c) Établir, pour tout réel  
[image: image123.wmf]t

  de l'intervalle  
[image: image124.wmf][0,]
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 , la double inégalité:  
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  En déduire, pour tout entier naturel  
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  non nul, la double inégalité:
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d) Justifier l'égalité:   
[image: image128.wmf]0
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Partie B : Étude d'une variable aléatoire à densité

1) Dans cette question  
[image: image129.wmf]f

  est la fonction définie à la question  de la partie I.

a) Soit  
[image: image130.wmf]1

f

  la fonction définie sur  
[image: image131.wmf]]0,1]

  par :  
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 Justifier la continuité de  
[image: image133.wmf]1
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  sur  
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  et établir, pour tout réel  
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  de  
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b)  Soit  
[image: image138.wmf]a

  un réel de l'ntervalle  
[image: image139.wmf]]0,1[

 . Établir pour tout entier naturel  
[image: image140.wmf]n

 , l'égalité:
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c) En déduire la convergence de l'intégrale  
[image: image142.wmf]1

0

ln

n

ttdt

ò

  et l'égalité: 
[image: image143.wmf]1

2

0

1

ln.

(1)

n

ttdt

n

ò=-

+

  

d) Soit  
[image: image144.wmf]a

  un réel de l'intervalle  
[image: image145.wmf]]0,1[

  et  
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  un entier naturel, démontrer pour tout  
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  de  
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e) Montrer que la fonction  
[image: image150.wmf]1
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  est prolongeable en une fonction  
[image: image151.wmf]1
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  continue sur  
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 .En déduire que l'intégrale   
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f) On désigne alors par  
[image: image155.wmf]M

  le maximum sur  
[image: image156.wmf][0,1]

  de la fonction  
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 .Établir, pour tout entier naturel  
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 , l'inégalité: 
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g) Justifier la convergence de la série de terme général  
[image: image160.wmf]2
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2) On donne:   
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  et on désigne par  
[image: image163.wmf]g

  la fonction définie sur  
[image: image164.wmf]R

  par: 
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a) Vérifier que  
[image: image166.wmf]g

  est une densité de probabilité.

b) Soit  
[image: image167.wmf]X

  une variable aléatoire ayant pour densité  
[image: image168.wmf]g

 . Vérifier, pour tout réel  
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  de  
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 , l'égalité   
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 . Utiliser alors le résultat de la question  pour prouver que  
[image: image172.wmf]X

  possède une espérance et la calculer.

c) Par une méthode analogue, montrer que l'intégrale   
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  est égale à  
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  En déduire que la variable aléatoire  
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  admet une espérance, préciser sa valeur et calculer la variance de la variable aléatoire  
[image: image176.wmf]X

 .

Partie C : Encadrement d'une fonction de deux variables

Dans cette partie, on désigne par  
[image: image177.wmf]V

  l'ensemble ouvert défini par:
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1) Soit  
[image: image179.wmf]u

  la fonction de  
[image: image180.wmf]V

  dans  
[image: image181.wmf]R

  : 
[image: image182.wmf]222
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a) Montrer que la fonction  
[image: image183.wmf]u

  admet un minimum sur  
[image: image184.wmf]V

  dont on précisera la valeur, mais n'admet pas de maximum.

b) Montrer que la fonction  
[image: image185.wmf]u

  est majorée par  
[image: image186.wmf]7
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  sur l'ouvert  
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 .

2) Soit  
[image: image188.wmf]F

  la fonction :   
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a) À l'aide des résultats de la partie I, montrer que  
[image: image190.wmf]F

  est définie sur l'ouvert  
[image: image191.wmf]V

  et qu'elle y admet un maximum. Préciser la valeur de ce maximum.

b) Donner un encadrement de  
[image: image192.wmf](,)
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  pour tout  
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 .
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