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EXERCICE
On considère un triangle équilatéral  
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ABC

  de longueur de côté  
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 , d'aire  
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 , peint en noir; on désigne respectivement par  
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ABC

  les milieux des côtés  
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  et on peint en blanc l'intérieur du triangle  
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 . On effectue ensuite la même opération sur chacun des triangles encore noirs  
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 ,  
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 ,  
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  et ainsi de suite pour obtenir les figures suivantes :
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Pour tout entier naturel  
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 , soit  
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t

  le nombre de triangles équilatéraux encore noirs avant la  
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n
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 -ième opération,  
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c

  le nombre total de leurs côtés,  
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s

  le nombre total de leurs sommets et  
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  la longueur de leur côté. On a donc:  
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1) Expimer  
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a

  en fonction de  
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 , pour tout entier naturel  
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2) Soit  
[image: image24.wmf]n

  un entier naturel  
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 . Exprimer les nombres  
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  à l'aide des nombres  
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  et en déduire l'égalité matricielle:
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a) Calculer  
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M

  et  
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b) Montrer qu'il existe une suite de réels  
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  vérifiant, pour tout entier naturel non nul  
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 : 
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c) Exprimer, pour tout entier naturel non nul  
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 ,  
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  uniquement en fonction de  
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3) Utiliser les résultats de la question précédente pour montrer que, pour tout entier naturel  
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 , on a: 
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4) Pour tout entier naturel  
[image: image39.wmf]n

 , on désigne par  
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  le nombre de triangles équilatéraux déjà peints en blanc avant la  
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 -ième opération.

a) Calculer, pour tout entier naturel  
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 ,  
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  en fonction de  
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 , puis  
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  en fonction uniquement de  
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 .

b) En déduire, pour tout entier naturel  
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 , l'égalité: 

c) 
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5) Pour tout entier naturel  
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 , on note  
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  la somme des périmètres des triangles encore noirs avant la  
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 -ième opération et  
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S

  la surface déjà peinte en blanc.

a) Exprimer  
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  en fonction de  
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 , pour tout entier naturel  
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 , et déterminer la limite de la suite  
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b) Établir, pour tout entier naturel  
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  l'égalité : 
[image: image58.wmf](
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 . En déduire la limite de la suite  
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 . Ce résultat était-il prévisible ?

c) Montrer qu'il existe un réel  
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  que l'on précisera, compris strictement entre 1 et 2 et vérifiant pour tout entier naturel  
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 :  
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La surface noire est connue sous le nom de Joint de Culasse de Sierpinsky;  
[image: image63.wmf]D

  est appelé sa dimension fractale.
PROBLÈME
Partie I : Expression de l'espérance du chiffre d'affaire

Dans cette partie,  
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  est un entier naturel non nul,  
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  un entier supérieur ou égal à  
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 , et  
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  un réel strictement compris entre  
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  et  
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 . Une compagnie aérienne a vendu  
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  billets à cent euros pour le vol  
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  qui peut accueillir jusqu'à  
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  passagers. La probabilité pour qu'un acheteur se présente à l'embarquement est  
[image: image73.wmf]p

  et les comportements des acheteurs sont supposés indépendants les uns des autres. Un acheteur qui ne se présente pas à l'embarquement est remboursé à 80%, tandis qu'un acheteur qui se présente à l'embarquement mais n'obtient pas de place, le vol étant déjà complet, est remboursé à 200%. Soit  
[image: image74.wmf]X

  la variable aléatoire désignant le nombre d'acheteurs d'un billet se présentant à l'embarquement, soit  
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  la variable aléatoire désignant le nombre d'acheteurs d'un billet se présentant à l'embarquement mais n'obtenant pas de place et soit  
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  la variable aléatoire désignant le montant en centaines d'euros du chiffre d'affaire de la compagnie sur le vol considéré. On suppose ces variables aléatoires définies sur le même espace de probabilité  
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1) Quelle est la loi de  
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  ? Donner son espérance et sa variance.

2) Préciser, pour tout élément  
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  de  
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 , la valeur de  
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  en fonction de  
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  et de  
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 , en distinguant les cas  
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3) Justifier l'égalité :  
[image: image86.wmf]0,20,82

GnXY

=+-

 .

4) On suppose, dans cette question seulement, que  
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  est inférieur ou égal à  
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 . Quelle est la seule valeur possible pour  
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  ? Calculer alors l'espérance  
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  de la variable aléatoire  
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La compagnie cherche alors à évaluer la probabilité  
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  afin de déterminer le nombre  
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  permettant d'optimiser son chiffre d'affaire.

Partie II : Approximations dans des cas particuliers

On reprend, dans cette partie les notations et les définitions de la Partie I. 

1)  On suppose, dans cette question, que  
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  est égal à  
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  et on considère la variable aléatoire définie par:
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a) Donner l'espérance et la variance de  
[image: image97.wmf]X
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b) Justifier les égalités :
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c) Pour tout réel  
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  supérieur ou égal à  
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 , on pose:  
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 Montrer que la fonction  
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  est croissante.

d) On désigne par  
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  la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, on suppose que  
[image: image104.wmf]N

  est égal à  
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  et on donne:  
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  .En admettant que l'on puisse approcher la loi de  
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  par la loi normale centrée réduite, que peut-on en déduire pour  
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  si  
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  est inférieur ou égal à  
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 , puis si  
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  est supérieur ou égal à  
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2)  Pour tout entier naturel non nul  
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 , on considère la fonction  
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  définie sur  
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a) Montrer que la fonction dérivée de  
[image: image117.wmf]m
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  est définie sur  
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  par:  
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b) Étudier sur  
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  les variations de la fonction  
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 , montrer qu'elle y admet un maximum et en déduire pour tout  
[image: image122.wmf]x

  de  
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 , la double inégalité:    
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c) Soit  
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  et  
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  sont deux réels vérifiant  
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 . En intégrant les trois membres de la double inégalité précédente, montrer que l'on a: 
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3)  On suppose, dans cette question, que  
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  est égal à  
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  et que  
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  est strictement supérieur à  
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a) Préciser la loi de la variable aléatoire  
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b) On supposera, dans les prochains calculs que la loi de la variable aléatoire  
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  peut être remplacée par la loi de Poisson de paramètre  
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  dont on note  
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  la fonction de répartition.Montrer que la probabilité  
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  est alors égale à  
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c) Exprimer le nombre  
[image: image139.wmf]()

FnN

-

  à l'aide de la fonction  
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  de la question  obtenue pour  
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d) On suppose que  
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  est égal à  
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 .Pour tout réel strictement positif  
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 , on note  
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  la fonction de répartition de la loi de Poisson de paramètre  
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  et on donne: 
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Montrer que, si  
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  est égal à  
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 ,  
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  est au plus égal à  
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  et que, si  
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  est égal à  
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  est strictement supérieur à  
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