INSEEC
MATHEMATIQUES 

option économique
Année 1991

Les candidats ne doivent pas faire usage d'aucun document; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
EXERCICE I

Une urne contient 2 boules noires et 8 boules blanches.

1) Un joueur tire successivement 5 boules en remettant la boule dans l'urne après chaque tirage. S'il tire une boule blanche, il gagne deux poins, dans le cas contraire, il perd 3 points.Soit  
[image: image1.wmf]X

  la variable aléatoire égale au nombre de points obtenus par le joueur en une partie.

a) Dresser le tableau définissant la loi de probabilité de la variable aléatoire  
[image: image2.wmf].
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b) Calculer  
[image: image3.wmf]()

EX

  et  
[image: image4.wmf](),
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  respectivement espérance et variance de  
[image: image5.wmf].
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c) En faisant le bilan, sachant que le joueur est gagnant à l'issue du jeu, quelle est la probabilité qu'il ait tiré au plus 5 boules blanches ?

2) On se place maintenant dans le cas où le joueur tire dans l'urne les 5 boules simultanément, les dix boules de l'urne étant numérotés de  
[image: image6.wmf]1

  à  
[image: image7.wmf]10.

 

a) Soit  
[image: image8.wmf]Y

  la variable aléatoire réelle égale au plus grand des numéros tirés, déterminer la loi de probabilité de  
[image: image9.wmf]Y

  et calculer  
[image: image10.wmf]().
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b) Soit  
[image: image11.wmf]T

  la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues.Après ce premier tirage, le joueur remet les boules noires obtenues dans l'urne et garde les boules blanches, puis effectue à nouveau un tirage simultané de 5 boules.On appelle  
[image: image12.wmf]Z

  la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues lors du second tirage.Déterminer les lois de probabilités de  
[image: image13.wmf]T

  et  
[image: image14.wmf]Z

  et calculer  
[image: image15.wmf]().
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EXERCICE II

A la surface d'un étang, une grenouille se déplace sur 3 nénuphars  
[image: image16.wmf],
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  et  
[image: image17.wmf]Z

  de la façon suivante :

 si elle est sur  
[image: image18.wmf],

X

  elle saute sur  
[image: image19.wmf]Y

  avec la probabilité  
[image: image20.wmf]1
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  ou sur  
[image: image21.wmf]Z

  avec la probabilité  
[image: image22.wmf]2
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 si elle est sur  
[image: image23.wmf]Y

 , elle saute sur  
[image: image24.wmf]X

  avec la probabilité  
[image: image25.wmf]2
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  ou sur  
[image: image26.wmf]Z

  avec la probabilité  
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 si elle est sur  
[image: image28.wmf],
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  elle saute sur  
[image: image29.wmf]X

  avec la probabilité  
[image: image30.wmf]1
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  ou sur  
[image: image31.wmf]Y

  avec la probabilité  
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La grenouille effectue son premier saut à partir du nénuphar  
[image: image33.wmf]X

  et on note  
[image: image34.wmf]n
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  (respectivement  
[image: image35.wmf],
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  respectivement  
[image: image36.wmf])

n

Z

  les évènements 
« à l’issue du 
[image: image37.wmf]ième

n

 saut, la  grenouille se trouve sur le nénuphar X (respectivement Y, respectivement Z) »

1) On considère la matrice  
[image: image38.wmf]021
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 Démontrer que si l'on note :  
[image: image39.wmf]()
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  alors on a :  
[image: image40.wmf](
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  étant la probabilité que la grenouille se trouve sur le nénuphar  
[image: image42.wmf]X

  à l'issue du  
[image: image43.wmf]ieme

n

  saut).

2) On pose :  
[image: image44.wmf]111010
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 et 
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a) Montrer que  
[image: image46.wmf]M

  peut s'exprimer comme combinaison linéaire de  
[image: image47.wmf],

JK

  et  
[image: image48.wmf].
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b) Calculer  
[image: image49.wmf](),()
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  et exprimer  
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  en fonction de  
[image: image51.wmf]J
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c) Démontrer que :  
[image: image53.wmf]1
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3) On considère les sommes 


[image: image54.wmf](
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  désignant la partie entière de  
[image: image56.wmf];
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  on conviendra d'autre part que  
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  et  
[image: image58.wmf]n

  étant deux entiers naturels si :  
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  alors  
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a) Montrer que 


[image: image61.wmf](
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b) Calculer  
[image: image62.wmf]3
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  en déduire l'expression de  
[image: image63.wmf]n
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  et conclure en calculant  
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PROBLEME

Première partie

On considère la fonction  
[image: image65.wmf]f

  définie sur  
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  dans  
[image: image67.wmf]R

  par :  
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1) Etudier la continuité et la dérivabilité de  
[image: image69.wmf]f

  en  
[image: image70.wmf]0.

 

2) Après avoir justifier la continuité et la dérivabilité de  
[image: image71.wmf]f

  sur  
[image: image72.wmf],
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  calculer pour tout réel  
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  strictement positif  
[image: image74.wmf]().
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3) Montrer que l'équation  
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  admet sur  
[image: image76.wmf]]0,4]
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  trois solutions que l'on notera  
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  et on déterminera des valeurs approchées à  
[image: image79.wmf]1
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  près).(On pourra poser  
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  et utiliser les variations de cette fonction).

4) En déduire les variations de la fonction  
[image: image81.wmf]f

  sur  
[image: image82.wmf][0,4]
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  et construire sa représentation graphique ainsi que celles des fonctions :
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dans le plan rapporté à un repère orthogonal  
[image: image84.wmf](,,),
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  l'unité étant 1 cm sur l'axe des abscisses et 5 cm sur l'axe des ordonnées).

Deuxième partie

On considère la fonction  
[image: image85.wmf]0
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1) Justifier l'existence de  
[image: image86.wmf]F

  sur  
[image: image87.wmf].
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2) On considère la suite  
[image: image88.wmf]()
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  définie par :  
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a) Après avoir justifié l'existence de  
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  montrer que :  
[image: image91.wmf]0

().

n

aftndt

p

p

=ò+

 

b) En déduire que :  
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3) Montrer que :  
[image: image93.wmf]22
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  et en déduire la convergence de la suite  
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4) Après avoir justifé son existence, démontrer que la suite  
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  définie par :  
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  est convergente.On notera  
[image: image98.wmf]L

  sa limite.

a) Montrer que si :  
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b) Montrer que si :  
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  alors :  
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 (on pourra utiliser, sans le démontrer que :  
[image: image103.wmf],ln(1)).
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c) En déduire alors que  
[image: image104.wmf]F

  admet une limite finie en  
[image: image105.wmf].
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Troisième partie : Calcul de  
[image: image106.wmf]L

 

1) Soient  
[image: image107.wmf]a

  et  
[image: image108.wmf]b

  deux nombres réels,  
[image: image109.wmf]ab
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 , et soit  
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  une fonction numérique de variable réelle, dérivable sur  
[image: image111.wmf][,],
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  de fonction dérivée continue sur  
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[image: image113.wmf]11
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A l'aide d'une intégration par parties correctement justifiée, démontrer que :  
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2) On considère la fonction  
[image: image115.wmf]n
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  définie par  
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