ISC 1981
EXERCICE I

Dans une urne, il y a dix boules numérotées de  
[image: image1.wmf]0

  à  
[image: image2.wmf]9

 

1) On tire simultanément deux boules de cette urne. On suppose tous les tirages équiprobables et on appelle  
[image: image3.wmf]X

  la variable aléatoire qui à chaque tirage associe le plus petit des deux nombres portés par les deux boules

a) Quelle est la loi de probabilité de  
[image: image4.wmf]X

  ?

b) Calculer l'espérance et la variance de  
[image: image5.wmf]X

 

2) On tire maintenant une boule de l'urne contenant les dix boules numérotées de  
[image: image6.wmf]0

  à  
[image: image7.wmf]9

  et on appelle  
[image: image8.wmf]Y

  la variable aléatoire qui associe à chaque nombre porté par la boule tirée le reste de sa division par  
[image: image9.wmf]2,

  de même on appelle  
[image: image10.wmf]Z

  la variable aléatoire qui associe à chaque nombre porté par la boule tirée le reste de sa division par  
[image: image11.wmf]3.

 

a) En supposant l'équiprobabilité des tirages d'une boule construire le tableau de la loi conjointe du couple  
[image: image12.wmf](,).
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 Indiquer sur ce tableau les marginales.

b) Les variables  
[image: image13.wmf]Y

 et  
[image: image14.wmf]Z

  sont-elles indépendantes ?

c) Calculer la covariance du couple  
[image: image15.wmf](,)
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 N.B : On rappelle que si  
[image: image16.wmf]123
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EXERCICE II

1) On considère l'ensemble  
[image: image21.wmf]2

M

  des matrices carrées d'ordre  
[image: image22.wmf]2

  à coefficients réels.Soit  
[image: image23.wmf]M

  une matrice de  
[image: image24.wmf]2

M

  vérifiant les conditions suivantes 
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a) Déterminer les matrices de  
[image: image26.wmf]2
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  combinaisons linéaires de  
[image: image27.wmf]M

  et de  
[image: image28.wmf]I

  qui sont égales à leur carré

b) On désigne par  
[image: image29.wmf]A

  l'ensemble de ces matrices, donner la table de multiplication de  
[image: image30.wmf]A

 

c) Quelles sont les matrices de  
[image: image31.wmf]A

  qui sont inversibles ?

2) On considère l'ensemble  
[image: image32.wmf]3

M

  des matrices carrées d'ordre  
[image: image33.wmf]3

  à coefficients réels. Soit  
[image: image34.wmf]M

  un élément de  
[image: image35.wmf]3

M

  vérifiant la propriété  
[image: image36.wmf]""
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  suivante :
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[image: image38.wmf]I

  étant la matrice unité de  
[image: image39.wmf]3
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a) Montrer que  
[image: image40.wmf]M

  est une matrice inversible.

b) Soit  
[image: image41.wmf]211

121

112

M

æö

÷

ç

÷

ç

÷

ç

÷

ç

÷

=

ç

÷

ç

÷

ç

÷

÷

ç

÷

ç

÷

ç

èø

 

i) Montrer que  
[image: image42.wmf]M

  vérifie la propriété  
[image: image43.wmf]""
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ii) Soit  
[image: image44.wmf]111
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  et  
[image: image45.wmf].
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  Exprimer  
[image: image46.wmf]n
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  en fonction de  
[image: image47.wmf],

n
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  et  
[image: image49.wmf].
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iii) Donner l'expression de  
[image: image50.wmf]n

M

  sous forme d'une matrice.

PROBLEME

Les parties de ce problème sont largement indépendantes

Partie A

a) Résoudre et discuter suivant les valeurs du paramètre réel  
[image: image51.wmf]m

  le système
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b) Déterminer  
[image: image53.wmf]p

  et  
[image: image54.wmf]q

  solution du système dans le cas où  
[image: image55.wmf]9
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2) Soit la fonction numérique  
[image: image57.wmf]p

h

  définie sur  
[image: image58.wmf][0,[
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a) Etudier les variations de  
[image: image61.wmf]p
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  pour la valeur de  
[image: image62.wmf]p

  trouvée dans 

b) Etudier les variations de  
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c) En déduire que 


[image: image65.wmf]11
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Partie B

1) Soit  
[image: image66.wmf]f

  la fonction numérique définie sur  
[image: image67.wmf][0,]
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  telle que :


[image: image68.wmf]2
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a) Montrer que  
[image: image69.wmf]f

  est une application bijective et définir  
[image: image70.wmf]g

  l'application réciproque de  
[image: image71.wmf].
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b) On considère la fonction  
[image: image72.wmf]F

  définie sur  
[image: image73.wmf][0,]

a

  telle que 
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Etudier les variations de  
[image: image75.wmf].
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2) Soit  
[image: image76.wmf]f

  une fonction numérique continue dérivable positive et strictement croissante sur  
[image: image77.wmf][0,]
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  telle que  
[image: image78.wmf](0)0
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 On désigne par  
[image: image79.wmf]g

  la réciproque de  
[image: image80.wmf].
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 On considère la fonction  
[image: image81.wmf]F

  définie sur  
[image: image82.wmf][0,]
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  telle que 
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a) Montrer que  
[image: image84.wmf]F

  est dérivable et calculer  
[image: image85.wmf]().

Fx

¢

 

b) Montrer que si  
[image: image86.wmf]0
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c) En utilisant ce résultat, retrouver le résultat
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Partie C

1) Soit  
[image: image90.wmf]h

  une fonction numérique et continue sur  
[image: image91.wmf]R

 

a) Comparer  
[image: image92.wmf]()
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b) En déduire  
[image: image94.wmf]/4
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c) Etabir que  
[image: image95.wmf][
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2) On considère deux fonctions  
[image: image96.wmf]f

  et  
[image: image97.wmf]g

  définies et continues sur  
[image: image98.wmf][,].
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 On suppose  
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  croissante et que  
[image: image100.wmf]g

  et  
[image: image101.wmf]1
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a) Etudier les variations de la fonction  
[image: image103.wmf]G

  définie par :
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b) Montrer que  
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c) Comparer les fonction  
[image: image106.wmf]j

  et  
[image: image107.wmf]y

  définies par :
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d) En déduire que  
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